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Résumé :
Le sujet de ce mémoire est de mettre en oeuvre une nouvelle méthode de
discrétisation des équations elliptiques sur les surfaces. L'idée genérale est
d'utiliser de nouveaux espaces d'éléments qui sont induits par intersection de
l'isosurface d'une fonction et d'un maillage du volume.
Cette méthode est adaptée pour les problèmes où sont combinés des EDP
écrites sur une surface et sur un volume avoisinants.
On développe une méthode d'éléments �nis sur la surface et on réalise des
expériences numériques qui con�rment la convergence optimale de cette mé-
thode en norme H1 et L2.

Mots clés : surface, interface, élément �nis, methode de "level set", écoule-
ment biphasique.

�������������������������������

Abstract :
The objective of this memory is to implement a new approach for the discre-
tisation of elliptic partial di�erential equation on surface. The general idea is
to use new �nite elements spaces induced by intersection of the isosurface of
a function and the mesh of volume. This method is suitable for problems in
which there is coupling between PDEs on a surface and on a neighbouring
volume. We develop the �nite element method on the surface and we realise
numerical experiments that con�rm the convergence of this method both in
the H1 and the L2 norm.

Key words. Surface, interface, �nite element, level set method, two-phase
�ow.
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Liste des symboles

Λ ⊂ Rd, d = 2, 3 borné polygonal
Λh : maillage de Γ
φ : fonction de niveau, dé�nie sur Λ
Xh : espace des fonctions continues et a�nes sur Λh

φh : interpolée de Lagrange de φ dans Xh

Γ = {x ∈ Λ /φ(x) = 0} : surface
Γh = {x ∈ Λ /φh(x) = 0} : surface approchée.
βh = {K ∈ Λh /K ∩ Γh 6= ∅}
Bh : espace des fonctions continues et a�nes par morceaux sur βh

Vh : l'espace des restrictions à Γh des fonctions de Bh

Wh : l'espace des fonctions continues et a�nes par morceaux sur Γh
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1 Introduction

Les surfaces en mouvement et les interfaces apparaissent dans beaucoup
de phénomènes physiques comme l'écoulement polyphasique et l'écoulement
sur une surface libre. Les surfaces considérées peuvent être l'interface entre
deux phases (liquides et gaz) par exemple, être des �lms (�lm liquide des
bulles de savon ) ou des membranes �uides (la membrane d'une globule
rouge). Ces modèles mathématiques, apparaissent dans les �uides polypha-
siques si on prend en considération la présence des surfactants. La présence de
ces surfactants modi�e les propriétés de tension de l'interface entre eau et air.
Lorsque la concentration des surfactants n'est pas uniforme, ils se di�usent
sur la surface et nous étudions alors les équations de di�usion-advection sur
les surfaces. Ce gradient de tension interfaciale provoque un mouvement spon-
tané des �uides adjacents : c'est l'e�et "Marangoni" qui permet par exemple
à un morceau de papier �ottant sur l'eau, avec une goutte de savon au bout
d'avancer tout seul [1], [2]. Les simulations numériques jouent un rôle impor-
tant pour la modélisation des processus qui décrivent les phénomènes sur les
surfaces. Dans les modèles mathématiques, les équations des surfaces sont
couplées avec d'autres équations formulées dans un domaine �xe qui contient
la surface. Une méthode des éléments �nis connue pour la résolution des équa-
tions ellitiques sur les surfaces est introduite dans le papier [3], elle consiste
à approcher les surfaces Γ par une surface polygonale continue par morceaux
et utiliser des espaces des éléments �nis dé�nis sur une triangulation de la
surface discrétisée voir �g 1. Cette méthode a un ordre optimal de conver-
gence en norme L2 voir [3, page 12]. Mais elle n'est que pour des surfaces de
formes géométriques déteminées. Si la surface change en forme au cours du
temps, cette approche nécessite des triangulations et des espaces d'éléments
�nis dépendants du temps. Une autre approche est récemment introduite
dans [4]. Cette méthode est appliquée aux cas où la surface approchée Γh

est donnée directement par une fonction level set φh. Son idée générale est
de résoudre l'équation aux dérivées partielles sur un espace d'éléments �nis
qui est l'espace des fonctions continues et a�nes par morceaux sur Γh. Cette
méthode est convenable pour des surfaces Γ de formes géométriques quel-
conques. Mais les analyses théoriques n'assurent pas toujours la convergence
de cette méthode du fait de la qualité du maillage induit voir �g 2.

Dans l'article [5] les auteurs introduisent une nouvelle technique pour
la résolution d'une équation elliptique posée sur une surface c'est d'utiliser
des espaces d'éléments �nis induits par triangulation d'un domaine extérieur
pour discrétiser l'equation aux dérivées partielles. La surface est décrite im-
plicitement par une fonction level set et elle est couplée avec un problème
d'écoulement sur un domaine extérieur �xe. On utilise des espaces des élé-
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ments �nis pour la discrétisation, indépendants du temps, induits par tri-
angulation du domaine �xe Γ, obtenus par intersection de l'isosurface et du
maillage du volume. On con�rme par des experiences numériques que cette
méthode a un ordre optimal de convergence pour les normes L2 et H1. L'ana-
lyse numérique nécessite une régularité en forme des éléments K du maillage
Λh voir �gure 2 alors qu'elle ne nécessite pas une régularité des éléments k du
sous ensemble du maillage Λh qui intersectent la surface voir �gure 3 . Toutes
ces propriétés rendent cette méthode attractive du point de vue théorique et
pratique. Notre objectif primaire est de résoudre des équations des �uides
sur des surfaces libres et implicites, cette méthode est aussi adaptée pour les
problèmes où les surfaces sont explicites.

Ce travail est organisé comme suit. Dans le deuxième chapitre on pré-
sente la méthode des élements �nis pour l'exemple de Laplace-Beltrami.
Dans le troisième chapitre on présente les résultats des experiences numé-
riques qui con�rment les analyses théoriques.
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Fig. 1 � maillage régulier d'une surface sphérique

Fig. 2 � maillage d'une surface Γh donnée par une fonction level set φh

montrant la présence des triangles détériorés
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2 Développement de la méthode des éléments

�nis pour Laplace-Beltrami

2.1 Présentation génerale du problème

Dans les applications, la méthode des éléments �nis utilisée dans cette
section est en particulier convenable pour la discrétisation des équations ellip-
tiques sur une isosurface Γ = Γ(t), sans bords (∂Γ = 0) Mais on se concentre
dans notre travail sur des surfaces indépendantes du temps(�xes)
On prend en considération que le domaine Λ est un ensemble ouvert de R
et Γ est une surface connexe, compacte et de classe C2 contenue dans Λ. On
dé�nit pour toute fonction g : Λ → R la dérivée tangentielle le long de Γ par :

∇Γg = ∇g − (∇g.nΓ)nΓ (1)

où nΓ est la normale exterieure sur la surface Γ.
L'equation posée sur la surface est donnée par :

u−∆Γu = f pour f ∈ L2(Γ) (2)

avec ∆Γ est l'opérateur de Laplace Beltrami sur Γ. On considère le problème
de Laplace Beltrami dans sa forme faible : pour un certain f ∈ L2(Γ) deter-
miner u ∈ H1(Γ) tel que :

∫
Γ

∇Γu∇Γv +

∫
Γ

u v ds =

∫
Γ

f vds v ∈ H1(Γ) (3)

La solution u est unique et satisfait u ∈ H2(Γ) avec ‖u‖H2(Γ) ≤ c ‖f‖L2(Γ)

et la constante c est indépendante de f d'aprés [3]

2.2 Discrétisation Γh de la surface Γ

Pour la discrétisation de ce problème on a besoin d'une approximation
Γh de Γ. Soit φ une fonction continue dans Λ. On pose :

Γ = {x ∈ Λ / φ(x) = 0} (4)
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Soit {τh}h > 0 la famille des triangulations de Λ. Ces triangulations doivent
être constantes, régulières et stables. Soit φh une approximation continue
et linéaire par morceaux sur une triangulation τh. Alors on introduit Γh,
l'approximation de Γ dé�nie par :

Γh = {x ∈ Λ / φh(x) = 0} (5)

Il est important de noter que l'approximation Γh est fermée sur Γ dans le
sens suivant [5] :dist(Γh,Γ) ≤ c0 h

2 et supessx∈Γh
‖n(x)−nh(x)‖ ≤ c0 h où

n est l'extension de nΓ sur un voisinage de Γ et nh la normale unité sur Γh.
Dans la �gure 4 on voit la construction de Γh en dimension 2. On utilise un
espace d'éléments �nis induits par des éléments linéaires et continus sur τh
Pour cela, on introduit un sous ensemble de τh proche de Γh :

βh =
⋃

K ∩Γh 6=∅

K

et l'espace correspondant :

Bh = {ψh ∈ C(βh) , ψh|K ∈ P1 ,∀K ∈ βh} (6)

où P1 est l'espace des polynômes de degré 1. L'espace βh induit l'espace
suivant sur Γh :

Vh = {vh ∈ H1(Γh) ,∃ψh ∈ Bh : vh = ψ/τh
} (7)

Cet espace est alors utilisé pour la discrétisation de Galerkin de (3). Le
problème devient :
Trouver uh ∈ Vh tel que∫

Γh

∇Γh
uh∇Γh

vh dsh +

∫
Γh

uh vh dsh =

∫
Γh

fh vh dsh ∀ vh ∈ Vh (8)

où fh est une approximation de f voir [5]. Par le lemme de Lax Milgram, ce
problème admet une solution unique uh

Remarque : la famille des triangulations {τh}h > 0 est régulière en forme
voir �gure 3 alors que dans les �gures obtenues par les expériences numé-
riques, on voit que βh contient un nombre intéréssant des triangles K dé-
tériorés à angles trés petits. En fait, les triangles voisins peuvent avoir des
di�érents aires voir �gure 2. Comme on démontre dans l'article [5] les erreurs
de discrétisation sont bornées, si les éléments de τh sont régulières en forme
même si les éléments K ne sont pas réguliers.
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Fig. 3 � Un maillage Λh d'un domaine Ω ⊆ R3, formé de plusieurs tétraèdres

2.3 Implémentation de la méthode des éléments �nis

Notons que les détails de la méthodes de éléments �nis se trouvent dans
[6].
Soit (xi)1≤ i≤m la collection de tous les sommets des éléments K dans βh et
αi la base nodale linéaire relative à xi.

αi(xj) =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

Alors Vh est engendré par l'ensemble des restrictions des αi sur Γh pour
1 ≤ i ≤ m où m est le nombre des sommets des éléments K de βh.Notons que
Ces fonctions ne sont pas nécessairement linéairement indépendantes. Dans
les calculs on utilise ce système de générateurs formé des bases nodales pour
résoudre le problème discret (8). Le problème (8) a une solution pour tout∫

Γh
φh uh = 0 d'où uh + c φh est une solution unique de (8) pour tout c ∈ R

Le problème (P) est alors :
trouver uh ∈ Vh tel que :∫

Γh

∇Γh
uh∇Γh

vh dsh +

∫
Γh

uh vh dsh =

∫
Γh

f vh dsh ∀ vh ∈ Vh∫
Γh

φh uh dsh = 0

Pour résoudre (P) on calcule :

J(vh) =

∫
Γh

|∇svh|2 dsh −
∫

Γh

fh vh dsh +

∫
Γh

u2
hdsh
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L(vh, λ) =

∫
Γh

|∇s vh|2 dsh + λ

∫
Γh

v φh dsh −
∫

Γh

f vh dsh

avec λ est un multuplicateur de Lagrange.
Puis on trouve le point selle (uh, λ) tel que :{

∂L
∂v

(uh , λ) = 0
∂L
∂λ

(uh , λ) = 0

On se ramène alors à résoudre le problème :{ ∫
Γh
∇Γh

uh∇Γh
vh dsh +

∫
Γh
uh vhdsh + λ

∫
Γh
φh vh dsh =

∫
Γh
fh vh dsh∫

Γh
φh uh dsh = 0

}
(9)

or fh est l'interpolé de f sur l'espace Vh et φh est l'interpolé de φ sur l'espace
Vh. Donc on obtient :

uh =
m∑

i=1

uhi αi

vh =
m∑

j=1

vhj αj

fh =
m∑

i=1

fhi αi

φh =
m∑

i=1

φhi αi

Le problème (10) devient :

i=m∑
i=1

uhi

∫
Γh

αi αj dsh+
i=m∑
i=1

uhi

∫
Γh

∇sαi∇sαj dsh+λ
m∑

i=1

φhi

∫
Γh

αi αj dsh =
m∑

i=1

fhi

∫
Γh

αi αjdsh

(10)
or Γh =

⋃
S où S est l'ensemble des segments, triangles ou quadrilatères qui

forment Γh. Alors on calcule sur chaque élément S les matrices

aS =

∫
Γh

∇Γh
αi∇Γh

αjdsh ∀ 1 ≤ i, j ≤ m

mS =

∫
Γh

αi αj ∀ 1 ≤ i, j ≤ m

14



Puis on assemble les matrices aS et mS pour obtenir la matrice de masse M
et la matrice de rigidité A.

A =
∑

S ∈Γh

aS

M =
∑

S ∈Γh

mS

Les matrices A et M sont carrées de tailles m×m.

En posant B = mφh On aura à résoudre le système linéaire :

A
(
u
λ

)
=

(
M f

0

)
avec

A =

(
A BT

B 0

)
(11)

2.4 Construction géométrique de la bande du maillage

2.4.1 En dimension 2

En dimension 2, le maillage global est un ensemble de triangles. La surface
à mailler est donnée par la fonction level set φ. Notre but dans la première
étape est de détérminer l'ensemble des triangles qui font partie du maillage
βh c'est à dire ceux qui intersectent la surface Γ voir 4. Pour cela, pour chaque
triangle K, on calcule la fonction φ aux sommets x0, x1 et x2 du triangle.
Si les 3 valeurs de φ aux 3 sommets sont de même signe :

φ(x0)φ(x1) > 0

φ(x0)φ(x2) > 0

on exclut le triangle du maillage.
Si les valeurs de φ sont de signes di�érents sur les 3 sommets du triangle. On
note j0 le sommet de signe di�érent et j1, j2 les 2 autres. L'intersection sera
le segment [a, b] voir �gure 5.a les coordonnées a et b sont donnés par :

a = θ1 j0 + (1− θ1) j1

b = θ2 j0 + (1− θ2) j2

θ1 =
φ(j1)

φ(j1)− φ(j0)
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Fig. 4 � Le maillage de la bande βh ainsi que le maillage de la courbe Γh

θ2 =
φ(j2)

φ(j2)− φ(j0)

Dans le cas où φ s'annule sur un sommet du triangle et ne change pas de
signe sur les 2 autres, on exclut le triangle du maillage.
Dans le cas où φ s'annule sur deux sommets alors le segment d'intersection
sera l'arrête formée par les 2 sommets du triangle.
Dans le cas où φ s'annule sur les trois sommets du triangle alors on exclut le
triangle du maillage (cas dégéneré).

2.4.2 En dimension 3

On aura à détécter l'ensemble des tétraèdres qui font partie du maillage.
Pour chaque tétraèdre T ,on calcule la fonction φ aux sommets x0, x1, x2 et
x4.
si la fonction φ est de même signe sur les 4 sommets :

φ(x0)φ(x1) > 0

φ(x0)φ(x2) > 0

16



φ(x2)φ(x3) > 0

Alors on exclut le tétraèdre du maillage.
Si les valeurs de φ sont de signe di�érents sur les sommets du tétraèdre alors
deux cas se présentent :
cas 1 :
Si la fonction φ garde le même signe sur 3 sommets et a un signe di�érent
sur le quatrième alors le sommet de signe di�érent que les 3 autres est noté
j0 alors que les 3 autres j0, j1 et j2. Dans ce cas l'intersection est un triangle
abc voir �g5.b avec :

a = θ1 j0 + (1− θ1) j1

b = θ2 j0 + (1− θ2) j2

c = θ3 j0 + (1− θ3) j3

θ1 =
φ(j1)

φ(j1)− φ(j0)

θ2 =
φ(j2)

φ(j2)− φ(j0)

θ3 =
φ(j3)

φ(j3)− φ(j0)

Dans le cas ou φ s'annule sur un sommet ou(sur deux sommets) et garde le
même signe sur les trois autres ou (les deux autres) on exclut le tétraèdre du
maillage.
Dans le cas où φ s'annule sur les trois sommets du tétraèdre, cette face du
tétraèdre sera le triangle d'intersection.
Si la fonction φ s'annule sur les 4 sommets du tétraèdre alors on exclut le
triangle du maillage (cas dégénéré).
cas 2 :
Si la fonction φ a un signe negatif sur 2 sommets et un signe positif sur 2
autres alors on retourne un couple de points (q0, q1) et (q2, q3).
Dans ce cas l'intersection est un quadrilatère abdc voir5.c avec :

a = θ1 q0 + (1− θ1) q2

b = θ2 q1 + (1− θ2) q2

c = θ3 q0 + (1− θ3) q3

d = θ4 q1 + (1− θ4) q3

θ1 =
φ(q2)

φ(q2)− φ(q0

17



(a) (b) (c)

Fig. 5 � Les segments planaires d'intersection de φ avec les maillages trian-
gulaires (a) et tétraédriques (b,c).

θ2 =
φ(q2)

φ(q2)− φ(q1)

θ3 =
φ(q3)

φ(q3)− φ(q0)

θ4 =
φ(q3)

φ(q3)− φ(q1)

2.5 Calcul de la matrice de rigidité A

2.5.1 En dimension 2

Sur chaque triangle K faisant partie du maillage induit par triangulation,
on calcule la longueur du segment d'intersection [a, b].

|S| =
√

(a0 − b0)2 + (a1 − b1)2 (12)

cas particulier :
Dans des cas particuliers où φ s'annule sur deux sommets du triangle on
divise la longueur du segment par deux pour ne pas calculer l'integral deux
fois sur l'arrête du triangle.

Les fonctions αi de�nies sur l'espace Bh sont des polynômes de degré 1
sur les élements (K) de βh. Alors ∇αi est constante.
Donc ∫

S

∇αi∇αj = |S|∇αi∇αj (13)
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pour chaque triangle K, on doit calculer les gradients sur les 3 sommets
du triangle. On utilise alors la technique de triangle de référence. Pour pas-
ser du triangle de référence K̂ à n'importe quel triangle K on utilise une
transformation F :

K̂ −→ K :
x̂ −→ x = B x̂+ b

(14)

B =

(
x1 − x0 x2 − x0

y1 − y0 y2 − y0

)
où (xi, yi) sont les coordonnées des sommets d'indices i = 0, 1, 2.

Les indices des coordonnées sont numérotés à partir de zero a�n de suivre
les conventions de la librairie Rheolef [7]

b0 = (x0, y0)
T

On dé�nit les bases sur le triangle de référence par :

α̂0 = 1− x̂− ŷ

α̂1 = x̂

α̂2 = ŷ

Alors les gradients de�nis sur les sommets du triangle de reference sont :

∇α̂0 = (−1,−1)T

∇α̂1 = (1, 0)T

∇α̂2 = (0, 1)T

Les gradients sur les sommets du triangle d'indices 0 , 1 et 2 sont donnés par :

∇α0 = (B−1)T ∇α̂0

∇α1 = (B−1)T ∇α̂1

∇α2 = (B−1)T ∇α̂2

On projette aprés les gradients pour les transformer en gradient surfaciques.
On utilise pour cela la normale ns de�nie sur la surface par :
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nS =
∇φ
‖∇φ‖

on de�nit ∇φ par :

∇φ = φ0 ∇α0 + φ1 ∇α1 φ2 ∇α2

‖∇φ‖ =

√
(∇φ)0

2 + (∇φ)1
2

∇sαi = (∇αi.n)n pour i = 0, 1, 2,

ak = |S|

 ∇Γh
α0∇Γh

α0 ∇Γh
α0∇Γh

α1 ∇Γh
α0∇Γh

α2

∇Γh
α1∇Γh

α0 ∇Γh
α1∇Γh

α1 ∇Γh
α1∇Γh

α2

∇Γh
α2∇Γh

α0 ∇sΓhα2∇Γh
α1 ∇Γh

α2∇Γh
α2



2.5.2 Dimension 3

Sur chaque élément K appartenant �à βh on calcule l'aire S de l'élément
de surface S par :

|S| = ‖
−→
ab ∧ −→ac‖

si S est le triangle abc

|SQ| = ‖
−→
ab ∧ −→ac‖+ ‖

−→
bd ∧

−→
bc‖

si S est le quadrilatère abdc
Cas particulier :

Dans des cas particuliers où φ s'annule sur trois sommets du tetraèdre on
divise l'aire du triangle (qui est une face du tetraedre) par deux pour ne pas
calculer l'intégral deux fois sur la face. Les fonctions αi de�nis sur l'espace
Bh sont des polynômes de degré 1 sur les tétraèdres K de βh. Alors ∇αi est
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une constante. Alors le gradient sur chaque élément S de Γh est :∫
S

∇αi∇αj = |S|∇αi∇αj (15)

Pour chaque tétraèdre K, on devra calculer les gradients sur les quatre
sommets du tétraèdre.
On utilise alors la technique de tétraèdre de réference. Pour passer du tétra-
èdre de référence K̂ à n'importe quel tétraédre K on utilise une transforma-
tion F :

T̂ −→ T :
x̂ −→ x = B x̂+ b

B =

 x1 − x0 x2 − x0 x3 − x0

y1 − y0 y2 − y0 y3 − y0

z1 − z0 z2 − z0 z3 − z0



où (x0, y0, z0) , (x1, y1, z1) , (x2, y2, z2) et (x3, y3, z3) sont les coordonnées
des sommets d'indices respectifs 0 , 1 , 2 et 3.

b0 = (x0, y0, z0)
T

On dé�nit les bases sur le triangle de référence par :

α̂0 = 1− x̂− ŷ − ẑ

α̂1 = x̂

α̂2 = ŷ

α̂3 = ẑ

Alors les gradients dé�nis sur les sommets du tétraèdre de référence sont :

∇α̂0 = (−1,−1,−1)T

∇α̂1 = (1, 0, 0)T

∇α̂2 = (0, 1, 0)T

∇α̂3 = (0, 0, 1)T
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Les gradients sur les sommets du tétraèdre d'indices 0 , 1 et 2 et 3 sont don-
nés par :

∇α0 = (B−1)T ∇α̂0

∇α1 = (B−1)T ∇α̂1

∇α2 = (B−1)T ∇α̂2

∇α3 = (B−1)T ∇α̂3

Pour calculer le gradient surfacique, on calcule la normale sur la bande dis-
crétisée :

nS =

−→
ab ∧ −→ac
‖
−→
ab ∧ −→ac‖

Le gradient surfacique de αi est donné alors par :

∇Γh
αi = (∇αi.n)n pour i = 0, 1, 2, 3

Donc la matrice Ak sur chaque chaque tetraèdre (T) est :
cas où on a un triangle d'intersection :

Ak = |S|


∇Γh

α0∇Γh
α0 ∇Γh

α0∇Γh
α1 ∇Γh

α0∇Γh
α2 ∇Γh

α0∇Γh
α3

∇Γh
α1∇Γh

α0 ∇Γh
α1∇Γh

α1 ∇Γh
α1∇Γh

α2 ∇Γh
α1∇Γh

α3

∇Γh
α2∇Γh

α0 ∇Γh
α2∇Γh

α1 ∇Γh
α2∇Γh

α2 ∇Γh
α2∇Γh

α3

∇Γh
α3∇Γh

α0 ∇Γh
α3∇Γh

α1 ∇Γh
α3∇Γhα2 ∇Γhα3∇Γhα3



cas où on a un quadrilatère d'intersection :

AK = |S|


∇Γh

α0∇Γh
α0 ∇Γh

α0∇Γhα1 ∇Γh
α0∇Γh

α2 ∇Γh
α0∇Γh

α3

∇Γh
α1∇Γh

α0 ∇Γh
α1∇Γh

α1 ∇Γh
α1∇Γh

α2 ∇Γh
α1∇Γh

α3

∇Γh
α2∇Γh

α0 ∇Γh
α2∇Γh

α1 ∇Γh
α2∇Γh

α2 ∇Γh
α2∇Γh

α3

∇Γh
α3∇Γh

α0 ∇Γh
α3∇Γh

α1 ∇Γh
α3∇Γh

α2 ∇Γh
α3∇Γh

α3


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2.6 Calcul de la matrice de masse

2.6.1 En dimension 2 :

Pour chaque triangle faisant partie du maillageBh, on doit calculer
∫

S
αi αj ∀ i , j ∈

{1, 2, 3}. Pour cela on utilise la formule de Simpson , qui est exacte à l'ordre
2 pour approcher cette intégrale voir �gure 6∫

S

αi αj =
|S|
6

[αi(a) αj(a) + αi(b) αj(b) + 4 αi αj(c)] (16)

c =
a+ b

2

Pour calculer l'intégrale (16) on utilise le fait que :

αi(x) = αi(F
−1(x̂)) = (αi ◦ F−1)(x̂) = α̂i(x̂).

Donc on a à calculer les cordonnées des points â b̂ et ĉ

â = B−1(a− b0)

b̂ = B−1(b− b0)

ĉ = B−1(c− b0)

Donc la matrice Mk de dimension (3, 3) est donnée par :

(MK(i, j))0≤ i≤2, 0≤ j≤ 2 =
|S|
6

[α̂i(â) α̂j(â) +4 α̂i(ĉ) α̂j(ĉ)+ α̂i(b̂) α̂j(b̂)] (17)

2.6.2 En dimension 3, cas où l'intersection est un triangle

Pour chaque tétraèdre appartenant à wh, on doit calculer
∫

S
αi αj ∀ i , j ∈

0, 1, 2, 3 voir �gure 7.a. Pour cela on utilise la formule des milieux des arrêtes
des triangles , qui est exacte à l'ordre 2 pour approcher cette intégrale.

∫
S

αi αj =
|S|
3

[αi(d) αj(d) + αi(e)αj(e) + αi(f)αj(f)] (18)
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Fig. 6 � formule de simpson utilisée pour calculer la matrice de masse en
dimension 2

d =
a+ b

2

f =
b+ c

2

e =
a+ c

2

Pour calculer l'intégrale (18) on utilise le fait que :

αi(x) = αi(F
−1(x̂)) = (αi ◦ F−1)(x̂) = α̂i(x̂).

Donc on a à calculer les cordonnées des points d̂ f̂ , et ê

d̂ = B−1(d− b0)

ê = B−1(e− b0)

f̂ = B−1(f − b0)

Donc la matrice MK de dimension (4, 4) est donnée par :

(MK(i, j))0≤ i≤2, 0≤ j≤ 3 =
|S|
3

[α̂i(d̂) α̂j(d̂) + α̂i(ê) α̂j(ê) + α̂i(f̂) α̂j(f̂)]
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(a) (b)

Fig. 7 � la formule des milieux des arrêtes appliquée en dimension 3 dans
le cas où l'intersection entre le maillage βh et Γh est un triangle(a) ou tétra-
èdre(b)

2.6.3 En dimension 3, Cas où l'intersection est un quadrilatère :

Si l'intersection de l'isosurface et du maillage induit est un quadrilatère
(abdc) alors on doit intégrer sur deux triangles S1 = abc et S2 = bdc voir
�gure 7.b

∫
S
αi αj = |S1|

3
[αi(r) αj(r) + αi(o)αj(o) + αi(e)αj(e)] + |S2|

3
[αi(h) αj(h) +

αi(j)αj(j) + αi(o)αj(o)] (21)

r =
a+ b

2

o =
b+ c

2

e =
a+ c

2

j =
b+ d

2

h =
c+ d

2

Pour calculer l'intégrale (21) on utilise le fait que :

αi(x) = αi(F
−1(x̂)) = (αi ◦ F−1)(x̂) = α̂i(x̂). (19)
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Donc on a à calculer les cordonnées des points d̂ , f̂ , ê, ĵ et ĥ

r̂ = B−1(r − b0)

ô = B−1(o− b0)

ê = B−1(e− b0)

ĵ = B−1(j − b0)

ĥ = B−1(h− b0)

Donc la matrice mk de dimension (4, 4) est donnée par :

MK(i, j) =
|S1|
3

[α̂i(d̂) α̂j(d̂) + α̂i(ê) α̂j(ê) + α̂i(f̂) α̂j(f̂)]

+
|S2|
3

[α̂i(f̂) α̂j(f̂) + α̂i(ĵ)α̂j(ĵ) + α̂i(ĥ) α̂j(ĥ)]

Après le calcul sur chaque triangle où tétraèdres K du maillage des ma-
trices AK etMK , on assemble sur le maillage global induit par triangulation
ces deux matrices pour obtenir les deux grandes matrices M et A.
Notons que l'assemblage est fait grâce à des techniques de codage disponibles
dans Rheolef [7]
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2.7 Analyse théorique des erreurs de discrétisation

D'aprés l'article [5] on a un théorème qui donnent une majoration des
erreurs de discrétisation.

Théorème 1
Soit u ∈ H2(Γ) la solution de (3) et soit uh ∈ Vh la solution de (7) avec
φh = πh(φ) où πh est l'opérateur d'interpolation de Lagrange. On pose
fh = πh(f).
L'erreur de discrétisation est bornée tel que :

‖∇Γh
(u− uh)‖H1(Γh) ≤ c h ‖f‖H1(Γh). (20)
‖(u− uh)‖L2(Γh) ≤ c h2 ‖f‖L2(Γh) (21)

avec c est une constante indépendante de de f et h.

������������������������������-
On remarque que ce résultat est optimal pour l'élément P1 utilisé. On con�rme
ces résultats numériquement avec des exemples en 2D et 3D
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3 Résultats des expériences numériques

Dans ce chapitre, on présente les résultats des tests numériques et ex-
périmentaux. En particulier, ces tests numériques con�rment la convergence
d'ordre h pour la semi norme |.|H1(Γh) et une convergence d'ordre L2 pour la
norme ‖.‖L2

h
.

3.1 Exemple en dimension 2

On commence avec un test de calcul pour un problème de solution connue
pour être capable de calculer l'erreur entre la solution exacte et la solution
discrète voir [4]

On a à résoudre l'équation aux dérivées partielles

−∆Γu + u = f (22)

sur la surface
Γ = {x ∈ R2 , |x| = 1}

La fonction "level set" est φ(x) = |x|−1. On choisit Λ = (−2, 2)2 le domaine
de calcul qui est triangulisé comme la �gure (4). Pour le terme de droite on
prend

f(x) = 26 (x5
1 − 10x3

1 x
2
2 + 5x1 x

4
2) , x ∈ Λ

et on l'étend constamment dans la direction normale tel que :

f(x) =
26

|x|5
(x5

1 − 10x3
1 x

2
2 + 5x1 x

4
2) , x ∈ Λ | {0}

La fonction

u(x) =
1

|x|5
26 |x|2

|x|2 + 25
(x5

1 − 10x3
1 x

2
2 + 5x1 x

4
2)

est la solution du problème (22) sur la courbe Γ voir ([4])
La �gure (8) montre la variation des erreurs de discrétisation en semi

norme |.|H1(Γh) et en ‖.‖L2(Γh). L'erreur en semi-norme |.|H1(Γh) est d'ordre
h alors qu'elle est d'ordre h2 en ‖.‖L2(Γh), ce qui con�rme l'optimalité des
résultats.
Le tableau suivant montre les valeurs des erreurs en |.|H1 et en ‖.‖L2 . Ce
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Fig. 8 � variation de l'erreur de discrétisation en dimension 2 montrant une
convergence d'ordre h en semi norme |.|H1 et en norme ‖.‖L2

tableau con�rme d'une part que plus le maillage est �n plus l'erreur de dis-
crétisation est petite et d'autre part que la convergence est plus rapide en
‖.‖L2(Γh) qu'en |.|H1(Γh

.

n ‖uh − u‖L2(Γh) ‖uh − u‖H1(Γh)

11 7.13× 10−1 2.90545
21 2.42× 10−1 1.71414
41 1.04× 10−1 0.927927
81 6.41× 10−3 0.455798
161 1.68× 10−3 0.227909

Dans le tableau précédent, n représente le nombre d'arrêtes sur un côté du
maillage du carré. Le maillage Λh contient au total 2n2 éléments.

3.2 Exemple en dimension 3

Dans l'espace de dimension 3, on résout les équations aux dérivées par-
tielles sur les surfaces. La méthode numérique est principalement la même
qu'en dimension 2.
Exemple :
On choisit Γ la sphère unité et Λ = (−2, 2)3 avec φ(x) = |x|− 1. Pour toute
constante a la fonction

u(x) =
a |x|2

12 + |x|2
(3x2

1 x2 − x2)
3 x ∈ Λ|{0}
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est une solution exacte du problème continu 2 d'aprés [4]. Pour le second
membre on prend

f(x) = a (3x2
1 x2 − x3

2) , x ∈ |Λ {0}

Pour ces calculs on prend a = 13
8

√
35
π
.

La �gure 9 montre la variation des erreurs de discrétisation en semi norme
|.|H1(Γh) et en ‖.‖L2(Γh)‖.L'erreur en semi-norme ‖.‖H1(Γh) est d'ordre h alors
qu'elle est d'ordre h2 en ‖.‖L2(Γh) ce qui con�rme les résultats théoriques pré-
vues en dimension 3.
La �gure 9.b montre les lignes de niveau de la solution discrétisée uh.
Le tableau suivant montre les valeurs des erreurs en |.|H1 et en ‖.‖L2 . Ce
tableau con�rme d'une part que plus le maillage est �n plus l'erreur de dis-
crétisation est petite et d'autre part que la convergence est plus petite en
‖.‖L2(Γh)‖ qu'en |.|H1(Γh). (Les tests avec des gros maillages se sont avérés
di�cile à cause d'un manque de mémoire en présence d'un grand nombre de
tétraèdres)

n ‖uh − u‖L2(Γh) ‖uh − u‖H1(Γh)

5 0.924277 5.99541
10 0.300067 2.36822
21 0.07684 0.97063
41 0.0201522 0.0201522

Dans le tableau précédent, n représente le nombre d'arrêtes sur un côté du
maillage du cube. Le maillage Λh contient au total 6n3 éléments (voir �g 3).
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(a) (b)

Fig. 9 � variation de l'erreur de discrétisation en dimension 3 montrant une
convergence d'ordre h en semi norme |.|H1 et en norme ‖.‖L2 (a), Les lignes
de niveau de la solution discrétisée uh (b)
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Conclusions et Perspective

Ce travail nous a permis de construire une approximation de la solution
d'équations elliptiques posées sur des surfaces. Pour cela, nous avons proposé
une mise en oeuvre de la méthode décrite dans un article récent [5]. Cette
méthode s'inscrit dans le cadre des éléments �nis, et se base non pas sur un
maillage direct de la surface mais sur un maillage induit par une triangula-
tion en volume. Elle permet donc d'aborder des géométries complexes sans
di�cultés de génération de maillage, sans pour autant augmenter le coût de
calcul. Surtout, elle permet d'envisager des problèmes où des EDP en surface
intergissent avec des EDP en volume. Nous observons un ordre de conver-
gence optimal en semi norme H1 et en norme L2.
Pour ce qui est des perspectives, On peut utiliser cette approche pour mieux
appréhender l'adhésion cellulaire. L'appel à des systèmes où les réactions
biochimiques (molécules d'adhésion par exemple) et des équilibres des forces
mécaniques ont lieu à la fois dans la cellule et dans le milieu extérieur, mais
aussi sur la membrane de la cellule. Ce qui nous amène à faire un couplage
fort entre les équations écrites "en volume" et équations en "surface", un type
de problème que nous pourrons aborder avec la méthode mise en oeuvre dans
ce stage.
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