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1 Introduction

Le drapeau qui claque au vent, le drap qui se froisse et le globule rouge qui se déforme pour passer dans un
étroit vaisseau capillaire ont un point commun :

leur surface est constante, le matériau qui les forme étant quasiment inextensible.

Imposer cette contrainte numériquement fait intervenir la géométrie de la surface, et des conditions de compa-
tibilité entre la discrétisation de la force qui assure I'inextensibilité et celle du champ de vitesse.

La mise en ceuvre des simulations permettra d’étudier les ondulations d’un drapeau dans le vent.
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2

Notations

1. Les applications dont I’espace image est inclus dans R? sont notées en gras.

. My, o (K) dénote les matrices m x n (m,n € N*) a ceefficients dans K (un corps). On note M,,(K)

I'ensemble M, ,,(K).
Soit M € M, »(K), on note M, ;, (i,7) € [1,m] x [1,n], le coefficient de la i*™¢ ligne et j°™° colonne de
M. Sim =1 (respectivement n = 1), on ne note pas 'indice de ligne (respectivement de colonne).

. Soit A, B € M,,(K), on définit

. Soit f:]0,T[xE — F et g:]0,T[xF — G, avec |0, T[ un intervalle de R (représentant dans ce qui suit

le temps) et E, F' et G des ensembles quelconques, on note g o f 'application définie comme suit :

gof: ]0,T[xE — G
(t,x) = gt f(t, 7))

. Soit f:]0,T[xE — F, avec ]0,T] un intervalle de R (représentant dans ce qui suit le temps) et E et F'

des ensembles quelconques, on note,

vtelo, T, f(t): E — F
x —  f(t,x)

. Soit © un domaine borné de R¢, on note L3({) 'ensemble

{UGLQ(Q), /Qh)d:n:O},

1€ L3(Q) car Q est borné.

. Soient € un domaine borné de R et I' une variété bornée de dimension p — 1 dont on définit une normale

continue mr, et soit v une application définie de Q dans R, on note [v]r (ou [v] lorsqu’il n'y a pas
d’ambiguité) la forme linéaire telle que,

<Pl >= lim | v(@+nnr(@)e(x +gnr(@))de — lim | v(@—mgnr())e(@ —nnr(z) dz, Ve,
n—0t Jp n—0% Jr
si existence.
1
Une condition nécessaire & 'existence des intégrales écrites précédemment est que v, € H=z (Q\TI').
Si v est un vecteur, la définition de [v] est faite composantes par composantes.

. Soit © un ouvert borné de R? et I une courbe connexe borné de 2. On dira qu’une triangulation T}, de

est conforme a I si et seulement si pour route arréte a des triangles de Tj, si E_QT # ¢ alors les extrémités
de a sont dans I' et il y a au moins un point de la triangulation qui est dans I'.
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3 Mise en équations

3.1 Probleme physique

L’objectif est de simuler le déplacement d’un fil inextensible, ayant un point d’attache fixe et une densité linéique
de masse pr, dans un fluide incompressible de masse surfacique p et de viscosité u.

3.2 Equations de base

On consideére un domaine ouvert borné Q de R?. Typiquement, Q =] — A, B[x] — C,C[ (4, B et C positifs).
Dans ce domaine, on considére une courbe I'(¢) parametrisée par v(t) :]0, L[— Q, ou L représente la longueur
de la courbe, pour chaque instant ¢ en fonction de ’abscisse curviligne s de I'(¢) avec s = 0 au point d’ancrage
(origine du repere, représenté par un rond sur la figure Fig. 1).
Physiquement, I'(¢) est la position du fil & instant ¢ et Q est le domaine dans le quel se dplace le fluide et le
fil. On cherche donc a simuler le déplacement du fil dans le fluide sur les temps compris entre 0 et 7T'.
On fait les hypotheses suivantes sur I'(¢),

1. I'(t) est connexe,

2. la longueur de I'(t) est constante égale a L > 0,

3. il n’y a pas de point double ((¢,.) est bijectif de |0, L[ dans I'(t)),
4

. le fil ne touche pas le bord du domaine (T'(t) N 02 = {}).

On note alors (t) = Q/T'(t). Un exemple de domaine est donné sur la figure Fig. 1. On définit alors les grandeurs

Fhaut

T

Famont o / T
T / aval

Fbas

F1G. 1 — exemple de domaine Q(t).

géométriques suivantes :

nr, la normale a T'(¢) définie telle qu’elle vérifie au point d’ancrage du fil,
nr-ep >0etsinpr-e; =0, alorsnp-e; >0
et que ce soit une fonction continue de s,

0
t, la tangente a I'(t) avec a_’y 1>0,
s

. .ot
¢ =divg(nr), la courbure de v , on a aussi — = cnr,

0s
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et n la normale sortante a ().
Les équations qui régissent le systeme physique sont les suivantes,

p (%—IZ + (u- V)u) = —Vp+2div(uD(u)), sur]0,T[xQ(t),
div(u) = 0, sur 0, T[xQ(t),
32‘7 (1)
pFW = [O’tot]n+Ft+F6, sur ]O,T[X]O,L[,
div (g—:) = 0, sur 0, T'[x]0, L[,
avec les opérateurs,
T
D(u) = Vu +2Vu 7

oot = —pl +2pD(u),

et les forces,

F, = % t+ c{nr, (la force de tension),
s

2 3
F.=« <% + %) nr, (la force de résistance a la courbure du fil), avec £ > 0 (la rigidité).
s

Les inconnues sont :

u définie dans Q(t) et & valeurs dans R?, la vitesse du fluide,
p définie dans Q(t) et & valeurs dans R, la pression dans le fluide,
~ définie dans ]0, L[ et & valeurs dans R?, la position du fil et

¢ définie dans ]0, L] et & valeurs dans R, la tension dans le fil.

La premiere équation de (1) représente le mouvement du fluide (équation de Navier-Stokes). Le deuxieme décrit
I'incompressibilité du fluide. La troisieme résulte du principe fondamental de la dynamique appliqué au fil. La
derniere décrit le fait que le fil est inextensible.

On munit les équations (1) des conditions aux limites suivantes :

’U,(f, ) = Uo(f) , sSur ]Oa T[Xl—‘haut U I‘bu,s U Famont B
ottt m = 0, sur |0, T[xT apai
15,
woy = a_’ty, sur |0, T[x]0, L[, @)
~0) = 0,
oy
—(L = 0.
55 L)

(L’origine est le point d’attache du fil.)



On munit aussi le probléme (1) des conditions initiales suivantes :

ut=0,.) = u,

Avec v, :]0, L[— R? une fonction proche de 0.

(5,0)7 +~,(s), s€0,L].
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Remarque 3.1 u® sera obtenu en recherchant létat stationnaire du probléme avec le fil fixé et dans la position

~(t =0,.) avec v, = 0.

3.3 Adimensionnement des équations

On pose

On obtient alors le systeme suivant :

(U&ﬂ
P +

T ot

On pose alors :

U2

L(ﬁ'

¢

Ui,

Pp, avec P a déterminer,

A avec Z a déterminer.

P~ _ T ,UU -
—EVp—i— 2div (FD(u)) ,

nU

-PoRI+ 25 D(@on)| n+

L

S e

avec T a déterminer,

A
°F
LTt

1
2

avec U la norme de la vitesse entrante,

F.,
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et
LU
R. = Pz , le nombre de Reynolds et
I
A= 2 , le contraste de densité.
pL

W,

On obtient alors le systeme suivant en omettant les symboles

Ju +(u-V)u = —Vp+div (iD(u)) ) sur 0, T'[xQ(t),
ot R.
div(u) = 0, sur 10, T[xQ(t),
)\82—7 = |—(poy)I+ iD( ov)|n+F;+ ;F 10, T[x]0, L[ ?)
5152 - p ’7 Re u ’7 n t pL3U2 c sur ) ) 9
div (g—?) = 0, sur 0, T'[x]0, L[.

Ainsi que pour les conditions aux limites et initiales.
On renote alors

1
Otot = *pI+ 2R—€D(u) .

3.4 Formulation variationnelle
3.4.1 Couplage faible des équations

On obtient la formulation variationnelle suivante sur ’équation de Navier-Stokes :

/ (a—u+(u~V)u)~vdm/ Jtot:Vvdmf/ [atot]v~npdo+/ OtotV - dx
o) \ Ot Q(t) (1) 20

et sur équation du fil (sans considérer la force liée & la courbure dans un premier temps) :

L 2 L L L
0%y B ¢ - Oy 0¢o oy
/0 or I ddo = /0 [otot]nr - 0 do + /0 Ep t-ddo /0 s Bs do + C—as )

L

0

On pose les espaces fonctionnels suivants :

A {veHl(Q(t),RQ)

v =0
’ ‘Fhauturbas Ul amontUT (1) )

el
- 1 2 _ _
Vo7 = {v € HI(Q1),R), i, yurye oamons = 405 Vlrey = E} ’

06

V9 {éeHl(]O,L[,RQ), 5(0)=0, g(L) 0},
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On en déduit alors le probleme variationnel équivalent au probleme (5) muni des conditions aux limites (2) :

trouver (u,p,~,¢) € H* (J0,T[, V) x L= (]0, T[, LA((t),R)) x H? (J0,T[, V}) x L>= (0, T[, H*(]0, L[))

tel que, Vt €]0,T[, ¥ (v,¢,8,9) € Vo x L2(Q(t)) x V2 x L*(]0, L),

2
/ (6—u + (u- V)u) vdxr = / pdiv(v) de — — D(u) : D(v)dx,
o \ Ot Q) a() fte
/ div(u)g de = 0,
Q(t)
L 52 L L L
0%y oC 0y 0¢o
AET 54 - wlnr - 6d Kpods— | L2y,
/0 oz 00 /O["“]”F S*/O os 000 /O 9s 05 ¥
L
. [ Ov
/0 div (E) pds = 0,
avec les conditions initiales (3)

(6)
3.4.2 Couplage fort des équations

0
On impose dans ce cas la condition a la limite sur le fil, u o~y = 8_Z directement dans la formulation faible et

non plus dans la définition des espaces fonctionnels.
On pose alors les espaces fonctionnels suivants :

Ve = {v e HE(Q(1),R?) ,v(0) = 0 et Vigv(a.) = 0} ,
8 = {oe BNOLRY), v, i o =0) VRS
‘/(;LU - {’U € Hl (Q(t)’ RQ) ’ U‘Fhauturbas Ulamont = UO} n VF ’

Ou x. € Q) dénote 'extrémité libre du fil & I'instant ¢.
On en déduit alors le probleme variationnel équivalent au probleme (5) muni des conditions aux limites (2) :

trouver (u,p,¢) € H' (J0,T[, V5°) x L> (0, T[, L3(Q(t), R)) x L> (]0, T[, H'(I'(t)))
tel que, Vt €]0,T[, V(v,q,¢) € V§ x L*(Q(t)) x L*(T(t)),

/ <a—u+(uV)u) cvdr = / pdiv(v)dmf/ iD(u) : D(v) dx—
o) \ Ot Q) o) Re

— [O’tot]nl‘ . UdO',
()

(7)

0
/ ATy do = / [otot|nr - v do + ng“t-vda—i—/ cCnr-vdo,
r@ Ot () (t) (t)
/ div(u)qdz = 0,
Q(t)

/ divg(u)e,do
I'(t)

avec les conditions initiales (3).
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On obtient alors par sommation dans les équations du probléme (7), le probléme (8),
trouver (u,p, ¢) € H' (10, T, V) x L (10, T], IA(Q(t), R)) x L= (10, T[, H\((1))
tel que, Vt €]0,T[, V(v,q,¢) € VI x L2(Q(t)) x L*(T(t)),

/ (5_“+(u.v)u).vdw+/ 2o e =
a@ \ 0t re Ot

2
= pdiv(v)de — — D(u) : D(v)dx +
ot o) Re
—|—/ ng“t-vda—i—/ conr-vdo, (8)
r(t) r

®)
/ div(u)gde = 0,
Qt)

/ divs(u)p,doc = 0,
I'(t)

avec les conditions initiales (3).

3.5 Meéthode des caractéristiques

L’objectif de cette méthode est de faire une correspondance entre les visions eulérienne et lagrangienne du
probleme. L’application X construite ci-apres donne la position a l'instant ¢ d’une ”particule physique” qui
était a la position x a l'instant tg.

Cette application X a valeurs dans €2 est solution du probleme,

a—X(t,z) = u(t,X(t,z)), te€)o,T],
ot
(9)
X(to,z) = =z, to €]0, T fixé.
On en déduit que
JuoX
5 (t,z) =u(t, X (¢, x)) - Vu(t, X (t,z)) (10)

Remarque 3.2 La méthode des caractéristiques nous permet de nous ramener a un probléme de type Stokes
pour ’équation de Navier-Stokes.

On déduit de (10) les différentes écritures du probleme variationnel,
on note

<u,v>Q:/u-vdw, Vu,v € L?(,R?),
Q

2
a(u,v) = / —D(u) : D(v)dx, Vu,ve HY(Q,R?),
o) Re

b(u,p) = /Q(t)pdiv(u) dex V(u,p) € HY(Q,R?) x L3(9).

Ces trois formes sont clairement bilinéaires continues et on a que a et < .,. >q sont symétriques.
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1. Pour le couplage faible, on récrit le probleme (6) comme suit,

trouver (u,p,v,¢) € H! (]O,T[, Vé‘oﬁ(t"')) x L> (]0,T[, L3(Q,R)) x
xH? (0, T[, V) x L> (J0, T[, H}(I(#)))

tel que, YVt €]0,T[, ¥ (v,q,8,¢) € VY x L2(Q) x V} x L2(T(t)),

§<’U’OX5”>Q = —a(u,v)+b(v,p),
11
b(u, q) = 0, )
82
A @ <, é >F(t) = a’ll"(u5 6) - a%(p, 6) + bF(ga 6) - 6(75 Cv 6) P
d(v, ») = 0,
avec les conditions initiales (3).
Avec Vit €]0,T7,
L
<a8 o= [ v-ods, V.8 € L2(0, LLR?),
0
L9 3
ahw.d) = [ - Dwon-5ds, ¥(w.d) € HIOQR) x (0, LLE?).
0 e
L
at(p,d) = / [por|n-dds, V(p,d) € xL*(]0, L[, R?),
0
b(c.8) = [ Get-ods. ¥(,8) € 20, L) x H'(0, LI, B?),
0 S
L
e = [ 51 s, Y(7,¢,8) € H'(0, L[ B2) x W(0, L[) x H' ([0, L, E?),
0
L 8'7
g = [ aiv (W )eds,  Ving) € HA0LLRY x 12(0.L]).
0

Les formes précédentes sont linéaires, bilinéaires ou trilinéaires.

Remarque 3.3 Les formes al, a% et br dépendent implicitement du paramétrage v de T' car elles font
intervenir la courbure de T'.

2. Pour le couplage fort, on récrit le probleme (8) comme suit,
trouver (u,p,() € H* (]O,T[, V3o N Hg(Q,RQ)) x L (]0,T[, L§(S2)) x L> (]0,T[, L*(T'(t)))

tel que, Vit €]0,T[, V¥ (v,q,¢) € VI x L*(Q) x L*(I(t)),

0

5 (SwoX,v >0 +A <woX,v>ry) = —a(w,v)+b(v,p)+c((v), (12)
b(uaq) = 0,
d(u,ap) - 0,

avec les conditions initiales (3).
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Ou

< U,V >pp)= /()u-vda,
It

(¢ v) =

r(t)

VsCt-vda—i-/ cCvdo,

I'(?)

d(u, ) = /F( )divs(u)cp do,
t

Vu,ve Hz(Q(t),R?),
V(¢v) € HY(I(H) x H? (Q,R?),

YV (u, ) € H3(Q,R2) x L2(T'(t)).
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4 Résolution Numérique

4.1 Méthode Euler-Lagrange arbitraire

Dans notre approche du probleme, nous avons choisi une approche numérique faisant intervenir les éléments
finis. Pour suivre l'interface, nous avons décidé de déplacer les points du maillage avec I'interface (le fil). Cette
approche se justifie par rapport a une approche par ”level set” car il est numériquement difficile de déterminer
les zéros d’une fonction distance signée pour ce type de probléme, car la fonction distance signée correspondant
au fil ne vas pas changer de signe.

L’objectif de cette méthode est de se donner une vitesse de déplacement des points d’un maillage de €2 aux
différents instants, tout en conservant a chaque instant un maillage de 2 qui soit conforme & I'(¢). Cette méthode
va donc permettre de transporter le maillage construit sur le domaine (0) et de ne pas avoir & refaire un maillage
a chaque instant.

On se donne une famille de champ R(¢,.) définit sur I'(¢), avec R de norme 1.

La vitesse instantanée ¢(t,.) du domaine au temps ¢ est alors définie sur la frontiere I'(¢) par

u-R
c_(R-nF)R
u

Pour notre probleme, on choisi ¢ = u sur I'(t) (ce qui revient a prendre R égal a Tal sur I'(¢)).
u

On prolonge cette vitesse dans tous le domaine {2 en résolvant le probleme en ¢ suivant,

Ac(t,.) =0, sur Q, (13)
avec les conditions aux limites,
c(t,.) = 0, sur 0§,
(14)
c(t,.) = wu(t,.), surI'(?).

A partir de application ¢, on peut construire les caractéristiques du domaine, C(.,t1,t2) : Q(t;) — Q(¢2) par

E(ac,tl,lf) = c¢(t,C(x,t1,t)), z€Q(t1),

C(z,t1,t1) T, x € Qt1).

L’application C' définit alors bien une transformation réguliere entre les domaines aux différents instants [4].
On peut alors définir des variables définies sur le domaine €(¢1) représentant les grandeurs sur le domaine Q(¢2).
On pose alors la vitesse ”A.L.E.” du fluide a U'instant to définie sur le domaine a l'instant ¢1,

ug, (2, t2) = u(Clx, t1,t2),t2) , Vo € Qt1). (16)

On définit de méme la pression p, en variables "A.L.E.”.
De (16), on obtient,

Ou _ duy,
Oty Oty
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Du probleéme (5), on en déduit la formulation ”A.L.E.” du probléme (pour les équations de Navier-Stokes, les
autres grandeurs liées au fil étant déja définies sur un domaine fixe, ]0, L[), sur le domaine & un instant 7,

a;; + ((ur —e(1,.)) - Vu, = —Vp, +div <R3 D(uT)> : sur |0, T'[xQ(7),
div(u, = 0, sur |0, T'[x8(7),
)\82—7 = |—pro~y(r, )+ iD(u oxy(r, )|+
6t2 = DPr OY(T,. Re T OY(T,. (18)
1
+Ft+mF65 sur ]OvT[X]OaL[v
div (Z—Z) = 0, sur 10, T'[x]0, L[.

4.2 Discrétisation en temps
: NP T .
Soit 7 un pas de discrétisation temporel, avec — =n € N*. On note avec des exposants m € [0,n] toutes le
T

grandeurs au temps t™ = mr.

4.2.1 Avec la méthode des caractéristiques

On note X, 11 'application découlant de la méthode des caractéristique (9) définie par

Xm

Pt (1) = wlt, X (t2))
t

X1 (™ 2) = x.

Ona X,,41(t,.) : Q™ — Q(#). En particulier, on a X, 1 (#™,.) : Q™+ — Q™ on notera cette application
X
On a d’apres la relation (10), en utilisant un schéma d’Euler implicite en temps,

w(t+ 7)o X1 (t+7) —u(t) o Xpny1(t)

ou
Vi, <a+(u-V)u> t+7)= - +0(7)
d’ou pour t = t™,
m+1 _ . m Xm
(5 + v ety = 2 o), (19)
T

Avec un schéma d’Euler implicite en temps, on en déduit de la formulation variationnelle (12) avec la relation
(19) la formulation variationnelle du probleéme discrétisée en temps,
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On a au temps t" 11,

Etant donné u™ € Vo n Hz (Q™,R?),
trouver (w1, ptl L) € (Vo 0 Hz (7 R?)) x LA(Q™H1) x L2(D™ 1)
tel que V (v, q, ) € V§ x L2(QmHL) x L2(Tm+L) |

<u™ v >q A <u™ v Spa +
+7(a(uw™ ! v) = b(v, p™ ) — (™ v)) = <umo X, v>qHA<umo XM,V >Tm,
b(u™*, q) = 0,
d(u™*, o) = 0,
(20)

Discrétisation temporelle de X1,
Comme précédemment, on note 7 le pas de temps et t"* le temps mr.

1. Discrétisation par la méthode d’Euler explicite,
On a par cette méthode,

Xm-‘rl(t + T) — Xm-i-l(t)
T

Vi, =u(t) o Xpm1(t) + O(7) .

On a donc pour t = t™,
Iy—Xm
4= Pmil Tm'H =u"o X +O(7).

Or X', est inconnu On aura donc un systeme a inverser bien que le schéma soit explicite.
On peut approximer X, par
Xng1 = Iy — 7u™ +O(1?).

Ce qui revient & considérer la méthode des rectangles & droite pour U'intégration numérique de (9).
On obtient alors
Xy =1Ig—1u™ o (Ig — Tu™) + 11 (7) + T2e5(7), (21)

m

avec €; (i = 1 ou 2) une fonction telle que €;(7) = Op(1).
On a donc une erreur d’ordre 1 liée au suivit de w le long de la caractéristique et d’ordre 2 liée au
mouvement de la caractéristique au cours du temps.

2. Discrétisation par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 (ou méthode de Heunn),
On a par cette méthode,

kl = u(t) @) Xerl(t) y
Vt, ko =u(t+ 7)o (Ig+ Tk1),

X (E+7) = X1 (8) + 5 (k1 + k) + O(7%).

On a donc pour t = t™m+1,
k/’l =u"o X:r?-i-l ,

ko = u™tl o (Id+7'k1),

Iy =X + 5 (k1 + ko) +O(7%).
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On effectue les mémes approximations pour les variables X,,11 que celle de la méthode d’Euler.
Pour estimer u™t!, on effectue les développement limités,

wit = w22y 4 0(r2),
ot
u™ !t = ™ — Ta—u(tm) + 0(7'2) .

ot
On obtient alors par addition des deux équations,

m—+1

u =2u™ —u™ +O(7?).

Remarque 4.1 Pour m = 0, on peut estimer u' par u® ce qui revient a la relation précédente car la

condition initiale est calculée a partir d’un état stationnaire.

On obtient finalement,
ki =umo (Ig—Tu™),

ko = (2u™ —um ) o (Ig+ k1), (22)

Lo = Xty + 2 (k1 + k2) + O(r%).

Calcul des formes sur ™+,

Dans la formulation variationnelle (20) (étant donné que la discrétisation est implicite en temps), il apparait
des intégrales sur I'"*! et les tangentes, normales et courbures de cette courbe tandis qu’elle n’est pas encore
connue. Il n’est alors pas envisageable de faire le schéma implicite (20) directement. Nous allons donc estimer
a priori la position de cette courbe.

On va faire correspondre & chaque points 2™ de I'™ un points ™+ = X™ (™) de T™*1.

1. Discrétisation par la méthode d’Euler explicite,
On a en premiere approximation, les points de I'™ sont connectés a la vitesse u". Ceci revient a dire que

2"t =™ 4 Tu™ (™). (23)

2. Discrétisation par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 (ou méthode de Heunn),
On utilise ici la méme méthode que celle utilisée dans la discrétisation temporelle de X,,,11 donnée ci-
dessus. On obtient alors,

ko = 2u™ —u™ Yo (Iy+7k1), (24)

Xt = Ia+ (ks + ke) + O().

Remarque 4.2 Ces deux discrétisations donnent une idée de la discrétisation de (15) pour la convection
générale du maillage.

En effet, si on effectue un schéma d’Fuler explicite pour la convection du maillage, il faudra choisir la vitesse
imposée sur linterface comme étant la différence entre les positions au temps t et au temps t + 7 divisée par T.
On aura ainsi un déplacement de l'interface qui sera d’ordre 2.

Le déplacement global du maillage n’a quand a lui pas de réelle importance, car il est seulement nécessaire qu’il
suive linterface et qu’il reste dans le domaine Q.
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Q™)
Q™) C(.,tm tmth)

C(z, tmr ™)

F1c. 2 — Passage d’'un domaine vers un autre avec déformation ”A.L.E.” du maillage.

4.2.2 Avec la méthode ”A.L.E.”

Remarque 4.3 Pour un point x de T™% les points X™(x) et C(x, ™1 t™) coincident et sont sur T'™ (par
définition de C et de la dynamique de T').

De la figure Fig. 2, on peut récrire avec le schéma d’Euler implicite la dérivée totale en temps de u comme suit,

m+1 _ ., m .m-l—lm m -m+1m_ meo xXm
(au <u-V>u)<t’”“>=“ u o O, t")  umo OLIMTL, I —u o X7 iy (25)

E—i—

T T

4.3 Déplacement général du maillage, discrétisation de 1’équation de convection
du maillage

On utilise les mémes notations pour C' que celles introduites pour X.
Etant donné les choix effectués précédemment (approximation de ™! au temps t"), on peut facilement utiliser
la méthode de Runge-Kutta & 'ordre 2. On a alors,

k/’l = Cm,
ko =™ o (Ig+ 7k),
il = I+ g(kl + ko) 4+ O(3).

D’ou
= I+ g(cm + e o (I + 7¢™)) + O(F). (26)
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m+1 " on obtient une approzimation

Remarque 4.4 Etant donnée la convection de '™, utilisé pour le calcul de u
de ¢™t1.

Cette méthode revient a faire une itération lors de la recherche d’un point fize.

4.4 Discrétisation en espace

Comme cité précédemment, on va résoudre le probleme par la méthode de Galerkin basée sur les éléments finis.
On se donne en tout temps ¢t"™ une triangularisation 7, de Pespace Q) (espace discrétisé de 2).

Afin de respecter la condition de compatibilité pour la résolution numérique de ’équation Stoke, on discrétise
u dans les espace des éléments finis P»-Lagrange et p dans l'espace des éléments finis P;-Lagrange. (;" est
recherchée dans 'espace des éléments finis P;-Lagrange basés sur I'}".

Remarque 4.5 On ne s’étendra pas beaucoup sur la méthode des €léments finis car cette méthode est déja
implémentée dans la librairie Rheolef [3] qui sera utilisée pour les simulations numériques.

On note u}* (respectivement p)’ et C;l""’l) la discrétisation spatiale de u™ (respectivement p™ et ¢™*1). Du

probleme (20) on obtient le probleme discrétisé en temps,

Etant donné uj* € V0™
m+1 _m+1 rm+1 ug,m+1 m+1 2/ ym+1 m+1
trouver (w)' ", pi ", () ) ) €1V27h X (Vlh N L3y )) x Ve s
,m—+ m+1 m—+1
tel que ¥ (vn, qn, n) € Vy ), x VI x VI

< uzﬂrl,’vh >0 +A < uZlJrl,’vh >rm+1 +
+7(a(u) ™ vp) = b(op, ) — (¢ vn)) = <ulo XML v, >0 A< Ul o XL vp ST,
b(u’Zl-ﬁ-l,qh) = 05
d(ui ™, on) = 0,
(27)

En définissant les espaces suivants,

51, espace des fonctions continues polynomiales de degré 2 par morceaux, les morceaux étant les triangles de 7, ,

1
Vo™ = Ve 0 H Q5 R2) 0V

m C LE(Q7) l'ensemble des fonctions et polynomiales de degré 1 par morceaux (morceaux basés sur les nceuds de
7,7 continues sur /T ),

Vil r C L*(T})") Vensemble des fonctions continues polynomiales de degré 1 par morceaux (les morceaux étant les
arrétes de 7, sur I'}" ).

On remarque que si il y a N, nceuds, dont N, p sont sur I'y,, et N, arétes, dont N, sont sur I'y,, alors Vj y,
(respectivement Vs p, et Vi 1) est de dimension N,, + N, p (respectivement N,, + N, et N, ).

On note alors " (respectivement ¥/ et 2]") les fonctions de bases de V7, (respectivement V" et VI} ).
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On écrit alors,

Np+Na
v = Z vig;", Vo eV,
1=1
Np+Np
g= > v, Vge W,
i=1
Nn r
o= @iz, Vo V.
1=1

On suppose que les N,, r + N, premieres fonctions de base ¢}" sont non identiquement nulles sur I'}".
Numériquement, on ne tient pas compte des conditions aux limites de Dirichlet sur les inconnues, ces conditions
sont ensuite imposées directement dans I’écriture matricielle.

Comme on a obtenu des formes bilinéaires, on peut représenter le systéme (27) de maniére matricielle (en
considérant les formes exprimées sur dans les bases {¢™};, {v™}; et {z™}).

On note alors,

M™ e My, +n.)(R), la matrice de masse liée au fluide,
Mp* € My, +n.)(R), la matrice de masse liée au fil,
A™ e Mayn, + Na)(R) , la matrice liée a la forme a du probleme vartiationnel,

B™ € MyN,+N.),N,+N, r(R), la matrice liée a la forme b du probleme variationnel,
C™ € Myn,+N.).N,r(R), la matrice liée a la forme ¢ du probleme variationnel,

F™ ¢ R2(Nn+Na) | le vecteur correspondant au second membre de Navier-Stokes.

On a donc avec les conditions aux limites (sans changer les noms des matrices) les systéme matriciel associé au
systeme (27),

Ml +>\MI7TL+1 Bmt+t  gm+1 Um+1 m
pm+1T 0 0 pr+i) =1 o0 |. (28)
om+t 0 0 zm*l 0

4.4.1 Méthode du Lagrangien augmenté

Cette méthode est décrite dans [5].
Le probleme (28) est équivalent au probleme d’optimisation suivant,

trouver U tel que,

J(U) < J(V), YV eKerD, (29)
UeKerD,
avec,
D = (B’m-‘rl Cm—‘,—l)T
et

JU)=U0" (M™ 4+ AMPTY U + F™U .
Le probleme (?7?) est un probléme d’optimisation sous contrainte linéaire, on utilise donc classiquement la
méthode du lagrangien. On définit alors la fonction,

LV,Q)=J(V)+Q"DV,
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et on introduit la fonction du lagrangien augmenté (qui est une régularisation du lagrangien),
£:(V.Q) = L(V.Q) + 5DV, pour 7> 0.

La solution du probléme (?7?) est un point selle de £ (il n’y a pas nécessairement unicité du point selle de £) et
lorsque l'on fait tendre r vers +o0o dans £, on obtient un unique point selle qui est la solution de (?7?).
On se définit alors I'algorithme d’Uzawa suivant,

Algorithme 4.1
1. on se donne arbitrairement un point initial Py,
2. pour P, connu,

(a) on calcule U, en résolvant
‘CT(UTMP’I’I) S ET(‘/?Pn)a VV,

(b) on calcule le point suivant P41 par la formule,

Pn+1:Pn+anUn; pn>0;

Remarque 4.6 Cet algorithme est un algorithme de descente par gradient sur la fonction duale de J.

On a pour cet algorithme le théoreme de convergence suivant,

Théoréme 4.1 Pour 0 < p, < 2r et pour tout Py, la suite U™ définie par Ualgorithme (?7) converge vers la
solution U du probléme (77).

On a en fait pour ce théoreme un résultat plus fort sur le choix du domaine de p,

1
O<pn<2(r+@), (30)

avec,

2 | Dvl?
[° = max
vA0 \ oT (MmHL + AMI )0 )

Choix optimal pour r et p,,

4.5 Calcul numérique des grandeurs géométriques

On se pose ici la question du calcul des normales, tangentes et courbures sur I'j. En effet, étant donné notre
espace de discrétisation, nous ne sommes plus conforme aux hypotheése faites sur ces grandeurs (notamment la
continuité de mr car une dérivation directe nous amenerais dans l’espace des distributions. Il convient donc de
"régulariser” la courbe I'y,.

Pratiquement, on fait une interpolation de la courbe par une spline d’ordre 2, on considere donc la spline
continue d’ordre 2, elle est définie en un point intérieur p du maillage de I'j, par le polynome de degré 2 passant
par les deux points voisins de p. Aux extrémités de I'}, la normale est définie comme étant orthogonale au
premier (ou dernier) segment du maillage de maniére & ce que ’angle formé entre le point extréme et son voisin
soit inférieur en valeur absolue & 7 et la tangente est supposée colinéaire au premier (ou dernier segment) et
orientée dans le sens des abscisses curvilignes croissantes.

On peut donc définir la courbure avec la relation,

On a représenté sur la figure Fig. 77 les choix faits ci-dessus.



REsoLUTION NUMERIQUE 19

Fic. 3 — Grandeurs géométriques liées a I'y,.

Remarque 4.7 La normale n’est bien définie qu’aux neuds du maillage de 'y, or nous avons besoin de connaitre
la courbure de T' sur chacun des segments, car cette grandeur intervient dans le calcul de la forme ¢ (ou de la
matrice C' définie dans le probléme (28)).

Pour le calcul de la courbure, on peut la calculer facilement en chaque points du maillage de I', puis interpoler
linéairement les courbures calculées en chacun des points.

4.6 Algorithme général

De ce qui précede, nous pouvons en déduire 'algorithme suivant,

Algorithme 4.2
1. initialisation, choiz de u, I') et d’un maillage initial, conditions initiales (3),
2. boucle, pour uj’, I't" et un maillage au temps donnés au temps t"™,
(a) calcul par le schéma de Runge-Kutta de la position au temps t™1 de linterface, équation (24),
(b) déplacement du maillage par la méthode A.L.E., sous-section (77),
(¢) discrétisation par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 de X,,+1, équation (22),

(d) calcul des matrices du systéme discrétisé en espace, le vecteur correspondant au membre de droite
est calculé avec les matrices de masse calculées au temps t™ (car on suppose que l'on a une meilleur
connaissance de T™ que de T™T1 il faut donc projeter les fonctions tests pour le temps t™F1 du
maillage calculé par la méthode A.L.E. sur le maillage précédent.

(e) calcul des grandeurs au temps t™ 1 avec la méthode du lagrangien augmenté, algorithme (77),
(f) remaillage du domaine,

(9) projection des grandeurs nouvellement calculées sur le nouveau domaine.
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5 Mise en ceuvre Numérique

5.1 Environement de travail et outils numériques

Pour la simulation, le langage de programation utilisé a été C++. La librairie Rheolef [3] a été développée
par P. Saramito, J. Etienne et N. Roquet. Cette librairie numérique est particulierement bien adaptée pour le
remaillage d’'un domaine. Le mailleur utilisé a été bamg [?], mailleur développé par un projet de 'ILN.R.L.A..
L’outil principal de visualisation est plotmtv [?], basé sur le logiciel Image Magic.

5.2 Librairie Rheolef
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