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Résumé Nous présentons une contribution autour de la modélisation des
ecoulements viscoplastiques. En vue d'applications réalistes telle que la simulation
numérique des coulées de lave volcanique, le travail se concentre particulierement
sur les uides complexes dont la rhéologie dépend fortement de grandeurs physiques
telle que la température ou la concentration en particules. Nous développons un
nouvel algorithme de résolution numérique des équations de Herschel-Bulkley
combinant une méthode de Lagrangien augmenté a parametre d'augmentation
variable, une méthode des caractéristiques d'ordre 2 et une adaptation de maillage
automatique. Sur des problémes stationnaires ou en évolution tel que le probleme
test de la cavité entrainée, il apporte une solution e cace pour garantir a la fois
une précision numérique élevée et un temps de calcul raisonnable. Cet algorithme
est ensuite étendue et adapté au cas des rhéologies non-isothermes et aux suspen-
sions. Concernant la simulation numérique des coulées de lave volcanique, nous
détaillons une méthode de réduction par analyse asymptotique des équations de
Herschel-Bulkley pour des écoulements de faible épaisseur sur une topographie
arbitraire. Elle permet alors de décrire ces écoulements tridimensionnels de uides
viscoplastiques a surface libre par des équations bidimensionnelles surfaciques.
Cette approche est ensuite étendue au cas non-isotherme en y ajoutant I'équation de
la chaleur et des dépendances thermiques sur la rhéologie. Par intégration verticale
de l'équation de la chaleur, on retrouve un modéle bidimensionnel. Le modéle
non-isotherme est d'abord validé sur une expérience de déme réalisée en laboratoire.
Une simulation numérique est ensuite réalisée autour d'une coulée qui a eu lieu sur
le volcan du Piton de la Fournaise a la Réunion, en décembre 2010. La comparai-
son donne des résultats qui sont de notre point de vue satisfaisants et encourageants.

Mots clés : modélisation; simulation numérique ; inéquations variationnelles; La-
grangien augmenté; analyse asymptotique; uide viscoplastique; uide a seulil,
Herschel-Bulkley ; Bingham, coulée de lave ; adaptation de maillage ; topographie ar-
bitraire ; suspension; uide non-isotherme; rhéologie ; Rhéolef.



Abstract  We present a contribution about modeling of viscoplastic ows. For
realistic applications such as numerical simulation of volcanic lava ows, the
work focuses particularly on complex uids whose rheology strongly depends on
physical quantities such as temperature or the particle concentration. We develop
a new numerical resolution algorithm of Herschel-Bulkley's equations combining an
augmented Lagrangian method with variable augmentation parameter, a second
order characteristic method and an auto-adaptive mesh procedure. On stationary or
evolving problems as the lid-driven cavity ow benchmark, it provides an e ective
solution to ensure both a high numerical accuracy within a reasonable computing
time. This algorithm is then extended and adapted to the case of non-isothermal
rheological and suspensions. On the numerical simulation of volcanic lava ows,
we describe a method of reducing by asymptotic analysis of the Herschel-Bulkley's
equations for thin ows on arbitrary topography. It allows to describe the three-
dimensional ows of viscoplastic uid with free surface by bidimensional surface
equations. This approach is then extended to the non-isothermal case by adding the
heat equation and thermal dependencies on rheology. By vertical integration of the
heat equation, a two-dimensional model is maintained . The non-isothermal model
Is validated on a laboratory experiment of dome. Then, a numerical simulation is
performed on a December 2010 Piton de la Fournaise lava ow from La Réunion
island. In our view, the comparison gives satisfactory and encouraging results.

Key words : modeling; numerical simulation; variational inequalities ; augmented
Lagrangien; asymptotic analysis; viscoplastic uid; yield stress uid, Herschel-
Bulkley; Bingham, volcanic lava ow; adaptive mesh; arbitrary topography; sus-
pension; non-isothermal uid; rheology ; Rheolef.



Table des notations

u, champ de vitesses,

p, champ de pression
, partie déviatrice du tenseur des contraintes totales,
, champ de température,
, champ de concentration en particules,

mo concentration maximale d'entassement,
h, hauteur de uide,
f, hauteur de la topographie,
: viscosité,
K, consistance,
0y contrainte seulil,
Re, nombre de Reynolds,
Bi, nombre de Bingham,
n, indice de puissance,
Pe nombre de Péclet,
Br, nombre de Brinkman,
Ca, nombre de Cameron,
M, K, K¢, K , nombres sans dimension pour la migration,
L, Lagrangien,
L., Lagrangien augmenté,
r, parametre d'augmentation,
Mg, parameétre d'augmentation variable,
t, pas de temps,
, domaine ouvert borné,
@, frontiere de ,
@J sous-di érentiel d'une fonction convexel,
D(u), partie symétrique du tenseur de gradient de vitesseé—‘%‘”),
S3(R), espace des tenseurs symétriques Reé,

tenseur des taux de déformations2D (u)),
indice de Sobolev (max(1A,2)),

: indice de Sobolev conjuguésEs 1)),

: rapport d'aspect.
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10 0.1. MOTIVATION

0.1 Motivation

0.1.1 Les coulées de lave volcanique

Lave solidifiée

Figure 1 Vue schématique d'un volcan (source : illustration provenant de gallery-
hip.com).

Les éruptions volcaniques sont I'un des plus spectaculaires et fascinants phénoménes
naturels, mais ils constituent aussi I'un des risques géologiques les plus dangereux
et destructeurs. Plus de 500 millions d'étres humains dans le monde vivent pres
de volcans actifs et il est essentiel de comprendre les risques que représentent les
éruptions volcaniques et de savoir comment réagir face a une urgence. Les laves
et magmas volcaniques sont constitués de roches en fusion, plus ou moins uides.
Le magma est au départ situé dans une chambre magmatique, en profondeur dans
la crolte terrestre. Lorsque la pression dans cette réserve de lave devient trop
importante, la roche se fracture et le magma atteint la surface en remontant par
une cheminée volcanique. Selon le mécanisme éruptif et la composition chimique,
la température de ce magma lorsqu'il entre dans I'atmosphere varient de 700 a
1 200 °C. La lave perd ensuite progressivement sa chaleur en la di usant dans
le sol, I'atmosphere et se solidie. Il en résulte alors des roches volcaniques,
comme les basaltes ou les rhyolites. La construction des édi ces volcaniques est le
résultat de I'accumulation des laves et autres matériaux éruptifs éjectés (bombes,
cendres et lapillis), voir gure 1. La forme caractéristique des cbnes volcaniques est
directement liée aux types de laves, par leur viscosité et leur teneur en gaz. On
distingue principalement deux types de laves en volcanologie : la lave pauvre en
silice, issue d'un volcan e usif, et la lave riche en silice, issue d'un volcan explosif.

Les éruptions e usives (voir g. 2 (a)) émettent des laves basaltiques, pauvres
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Figure 2 (a) Coulée de lave e usive, Volcan Piton de la Fournaise, la Réu-
nion, Octobre 2010 (crédit : Nicolas Villeneuve); (b) Coulée pyroclastique, Vol-
can Mayon, Philippines en 1984 (sourcehttp://en.wikibooks.org/wiki/High_
School_Earth_Science/Volcanic_Eruptions ).

en silice et donc trés uides et libérant facilement leurs gaz volcaniques. A la sortie
du cratere, la vitesse d'écoulement de la lave basaltique peut aller jusqu'a quelques
dizaines de km/h et la température est comprise entre 900 °C et 1200 °C. Elle se
refroidit ensuite lentement au contact de I'air, du sol ou de l'eau, perdant peu a peu
de la vitesse. Pour les laves e usives formées a l'air libre, on distingue principalement
deux types qui portent en volcanologie les noms que leur avaient déja donnés les
Hawaiens :

les laves pahoehoe : ce terme hawaien signi e qu'il est aisé de marcher sur la

coulée quand elle est refroidie et solidi ée car sa surface est relativement plane,

mimant parfois un amas de cordes ( lave cordée). C'est une lave tres uide (voir

g. 3(a);

les laves 'a'a : laves en coulées a surface chaotique, hérissées de blocs basculés.

Ces laves progressent plus lentement, de quelques centaines ou dizaines de m/h

(voir g. 3(b));
Les laves e usives refroidies sous I'eau donnent quant a elles des pillow lavas ou
laves en coussin . Les éruptions e usives sont relativement calmes puisque lors de
la remontée du magma dans la cheminée, les gaz n'ont aucun mal a s'échapper
vers le cratere. Il n'y a donc aucune augmentation de pression pendant la remontée
du magma, qui peut jaillir en fontaine de lave mais sans grandes explosions. Les
coulées de lave formées peuvent s'étendre sur plusieurs kilométres. L'écoulement
est souvent canalisé et une partie de la lave peut aussi s'écouler dans un réseau
de tunnels, en sub-surface. Exceptionnellement elle stagne dans le cratere et forme
un véritable lac de lave. Lors d'une éruption e usive prés d'une zone habitée, des
dégats matériels peuvent étre constatés mais elles ne sont pas les plus dangereuses
pour la population car la relative lenteur de ces coulées permet aux gens de fuir lors
d'une éruption. Néanmoins, il est capital de comprendre et d'anticiper les risques


http://en.wikibooks.org/wiki/High_School_Earth_Science/Volcanic_Eruptions
http://en.wikibooks.org/wiki/High_School_Earth_Science/Volcanic_Eruptions
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Figure 3 (a) Exemple de coulée de lave de type pahoehoe a Hawaii; (b) Ex-
emple de coulée de lave de type 'a'a, volcan Kilauea a Hawaii (sourcéttp:
/len.wikipedia.org/wiki/Lava

occasionnés par les coulées de lave volcanique face a la croissance démographique
gue l'on observe dans les régions volcaniques (voir @). Les volcans e usifs

sont généralement issus des points chauds comme ceux de Hawaii, le Piton de la
Fournaise ou encore I'Etna.

Serge GELABERT

Figure 4 Risques occasionnés par les coulées de lave dans les zones habitées.
Eruption majeur d'avril 2007 sur le Piton de la Fournaise (source http://www.
fournaise.info/eruption2avril07.php , crédit : Serge Gelabert).

Une éruption explosive (voir g. 2 (b)) se forme en raison d'une trés forte pression
dans la chambre magmatique d'un volcan. Lorsque la viscosité du magma est trop


http://en.wikipedia.org/wiki/Lava
http://en.wikipedia.org/wiki/Lava
http://www.fournaise.info/eruption2avril07.php
http://www.fournaise.info/eruption2avril07.php
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élevée du fait d'une forte teneur en silice, les gaz volcaniques atteignent di cilement

la surface en se frayant un passage a travers le volcan et la pression dans la chambre
magmatique augmente fortement. Si cette pression augmente au-dela du point
de rupture des roches composant le volcan, une éruption explosive se déclenche
par I'expulsion brutale du magma et des gaz. Il émet des coulées pyroclastiques,
composées de cendres, de lapilli, de monceaux de lave brllante et de lave visqueuse.
Trés riche en silicate, trés peu uide, dure, cette lave s'accumule le plus souvent au
sommet du volcan, créant ainsi un déme de lave. Cette lave explosive peut aller a
des températures de 1 000 °C a I'extérieur. Les coulées pyroclastiques peuvent étre
trés dangereuses pour les populations humaines, notamment par leur rapidité, leur
taille. Elles peuvent ensevelir et détruire une ville entiere en quelques heures. De
plus, ces coulées peuvent aller tres loin par rapport a I'épicentre de I'éruption, ce
qui augmente les chances de destruction d'une zone habitée prés du volcan, méme
a des kilometres de celui-ci. Les volcans explosifs se trouvent majoritairement a
I'aplomb des zones de subduction et de collision continentale, notamment ceux de
la ceinture de feu du Paci que comme le Klioutchevskoi, le Merapi, le mont Unzen,

le Pinatubo, le Mayon ou encore le mont Saint Helens mais aussi dans d'autres
régions du monde comme le Vésuve ou la montagne Pelée.

Cette these a été reéalisée en collaboration avec le laboratoire Géosciences de Saint
Denis de la Réunion. L"le de la Réunion est située dans I'océan Indien et son volcan
actif, le Piton de la Fournaise est un volcan issu d'un point chaud de type e usif.

Le travail proposé dans cette thése se concentre avant tout sur la modélisation des
coulées de laves basaltiques issues d'éruptions e usives et ne traite pas les problémes
liés au volcanisme explosif.

0.1.2 Rhéologie des laves

Les laves volcaniques sont des uides complexes constituées principalement d'un
mélange multiphasique de roches fondues, de cristaux solides et de bulles de gaz.
La rhéologie des laves dépend directement de cette composition ainsi que de la tem-
pérature. Cette rhéologie évolue dans le temps avec les e ets de refroidissement,
des cristallisations, de nucléation, coalescence et de croissance des bulles de gaz. La
viscosité de la phase liquide gouverne la micro-physique de la croissance, migration
coalescence et déformation des bulldd$94 MCCL98]. La viscosité macroscopique
apparente de la lave résulte directement de la micro-physique entre les di érentes
phases du mélange. La teneur en cristaux des laves au moment de [|'éruption peut
s'étendre sur une importante plage de valeurs (elle est inférieur a 5% pour la plu-
part des laves basaltiques et rhyolites tandis qu'elle va de 30% a 50% pour les laves
andésites et dacites) . La fraction de cristaux augmente ensuite au cours de ['é-
coulement, & mesure que l'on s'éloigne de la source éruptive (vbifa) prise au
microscope électronique JTK99]). La fraction volumique des bulles peut étre nulle
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ou de quelques pour-cent et dépasser les 90 % du volume dans certaines parties de
I'écoulement (voir 5 (b) prise au microscope électronique CSPN99).

Figure 5 L'images (a) est un échantillon vu au microscope électronique de lave

cristallisée de type "a'a prélevé dans un canal actif a 2 km du point d'éruption

du volcan Kilauea, Hawaii, en 1997. La taille de I'échantillon est de 0.4 mm et la

fraction volumique de cristaux et de l'ordre de 45% (TK99]); I'image (b) est

un échantillon d'une pierre ponce vu au microscope électronique. Cette roche, tres
poreuse, est issue d'une projection d'une éruption pyroclastique du Mt. Mazama,

USA. La taille de I'échantillon est de 0.5 mm (CSPN99).

Les expériences rhéologiques e ectuées sur les la®&sap9MM84, PS9] et I'étude
morphologique de réelles coulées de laveu[74, Bla90, FG98] suggerent que dans
une certaine plage de température, la dynamique macroscopique de la lave peut étre
approchée par un modéle de uide viscoplastique : la présence de cristaux engendre
une contrainte seuil. Si la contrainte exercée sur le uide est inférieure a la contrainte
seuil, le uide se comporte comme un solide, au dela de cette contrainte, le uide
se déforme. Le modele le plus simple pour décrire les uides viscoplastiques est le
modele de BinghamBin22]. Un modéle plus général de uide non-newtonien est le
modéle d'Herschel-Bulkley HiB26]. 1| donne une description plus favorable sur des
mesures rhéologiques de uides viscoplastiques comme le sirop et les coulées de boue.
Le modéle de Bingham est généralement su samment pour décrire les dynamiques
des laves mais le modéle d'Herschel-Bulkley peut étre plus approprié pour des laves
riches en bulles qui ont tendance a rhéo uidi er la lave N1S94].

0.1.3 Inuence de la température

Latempérature aune in uence déterminante sur la dynamique de la coulée puisque
la viscosité (ou consistance) et la contrainte seuil en sont fortement dépendantes
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[JP73,PS78 SYK82]. La dépendance de la viscosité peut étre décrite par une loi
d'Arrhénius :
Ea, 1l 1)

()= oeR 0
ou ¢ est une température initiale, o = ( o), E4 une énergie d'activation etR la
constante des gaz. Lorsque la température de la lave chute en dessous d'une certaine
température |, que l'on appelletempérature de liquidus , la lave commence a
cristalliser. Pour des températures inférieurs &, on peut simpli er cette loi comme

le propose Dragonipra89]
()= & ) < g

Une loi semblable est également utilisée par Dragoni dari3r89] pour décrire la
dépendance de la contrainte seuil en fonction de la température :

ol )= o0 €' ) 1; <

Les constantes|, oo aetbpeuvent étre évaluées a partir des mesures de certains au-
teurs [Sha69MM84,PS97. On trouve une estimation de ces constantes dari3rp89].

Les laves basaltiques issues de volcans de point-chaud comme a Hawaii émergent a
1200 °C et a 1100 °C pour les volcans de I'océan Indien. La viscosité des laves basal-
tigues au moment de I'éruption est d'envirorl®?> 10° Pa s et et la contrainte seuil
n'est pas trés signi cative avant le refroidissement et la cristallisationM84]. D'un

autre coté, les laves plus riches en silice et plus visqueuses sortent a environ 900
°C avec une viscosité dé®® 10° Pa s. Lorsque la lave atteint la surface terrestre

a une température ¢ dans un environnement a une température ambiante,, la

di érence de température o 5 implique d'importants ux de chaleur. Les pertes

de chaleur sont principalement dues au rayonnement et a la convection dans l'air
ainsi qu'a la di usion de la chaleur dans le substratum. En n, la température agit
directement sur I'état de solidi cation de la lave par cristallisation progressive et

la chaleur latente nécessaire dans ce changement d'état peut étre importante dans
le bilan thermique. En particulier, le refroidissement en surface est rapide et une
croQte solide se forme a la surface de la coulée. Cette croQte crée une couche lim-
ite isolante qui diminue les pertes de chaleur. Le gradient de température est alors
principalement concentré dans la verticale.

0.1.4 Inuence de la teneur en cristaux

La partie du magma en dessous de la température de liquidus contient une
certaine proportion de cristaux en suspension. Les propriétés de cette suspension
sont gouvernées par deux valeurs limites de concentration : la concentration maxi-
male de compaction ,, et la concentration minimale . pour laquelle la contrainte
seuil apparait Kri72, WW85, ZUL95]. La viscosité e ective d'une lave contenant
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des cristaux est généralement estimée par I'équation d'Einstein-Rosc&®$53 ou
Krieger-Dougherty KD59] :

= od = m) m

ou" l'e et d'interaction entre les cristaux. Pour des concentrations pas trop impor-
tantes, " 2:5. Di érentes lois empiriques décrivant la relation entre le seuil
de contrainte et la concentration en particules de la suspension sont proposées
dans PS92 ZUL95]. Un modele convenant est décrit par :

8
§+1 si .
= 1 1=p
0( ): A + Si 2] cs m[;
g 1 =
-0 Si c

qui est utilisé dans HCM01,WW85,ZUL95]. A et p sont deux parameétres empiriques
et . est une concentration minimale pour que le uide devienne viscoplastique, en
dessous de cette concentration, la quantité de cristaux est insu sante pour créer
un e et de blocage et le uide est de type newtonien.

Parallelement aux e ets de cristallisation, plusieurs mesures expérimentales : Dr-
ever et Johnston PJ58, DJ67], Gibb [Gib68] et Simkin [SIim66 Sim67 ont relevé

gue la dispersion des phénocristaux (gros cristaux visibles a I'+il nu, d'un di-
ametre allant d'un millimetre a dix centimétres) n'était pas homogene, avec une
concentration préférentielle des cristaux dans les zones les moins cisaillées. Par ses
calculs Kom72a Kom72hb], Komar suggere que dés lors que la concentration en
phénocristaux dépasse les 5%, les intéractions entre les cristaux engendrent une im-
portante dispersion qui permet d'expliquer les mesures expérimentales. Par ailleurs,
les mesures de répartitions et de l'orientation des cristaux apportent aux géologues
des informations essentielles sur I'histoire de la rhéologie du uidEPB* 04].

0.2 Etat de l'art

Le contexte rhéologique des coulées de lave volcanique m'a conduit a étudier au
cours de cette these les points suivants :
la modélisation des uides viscoplastiques (isotherme et non-isotherme) ;
la modélisation des suspensions de particules (Newtonien et viscoplastique) ;
la réduction asymptotique d'écoulement viscoplastigue de faible épaisseur
(isotherme et non-isotherme).
Je présente ici un état de I'art de chacun de ces points abordés a n de situer mes
contributions.
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La modélisation des uides viscoplastiques

Les uides viscoplastiqgues ont été introduits pour la premiére fois par Bingham
[Bin22] sous une forme simple. Le nom de ce modele est resté par la suite tres
populaire. Il fut ensuite repris plus largement par OldroydQIld47], Prager [Pra54],
Mosolov et Miasnikov MM65, MM66] et Duvaut et Lions [DL76]. Parallelement, des
extensions plus complexes ont été développées comme le modele de Herschel Bulkley
[HB26]. Ces uides sont utilisés dans l'industrie et apparaissent aussi dans les écoule-
ments naturels. Deux grandes classes de méthodes sont apparues pour modéliser
numériquement les écoulements de uides viscoplastiques : la régularisation et la
minimisation par Lagrangien augmenté. Les travaux de Duvaut et Lion®L76] ont
amené a voir le probléeme de uides viscoplastigues comme la minimisation d'une
fonctionnelle non-di érentiable.

Les méthodes de régularisation consistent a remplacer la fonctionnelle non-
di érentiable par une fonctionnelle di érentiable qui tend avec un certain parametre
vers la fonctionnelle d'origine. Cette régularisation est faite en modi ant I'équa-
tion constitutive. La premiére utilisation de la méthode de régularisation apparait
dans PDL76] sur un probleme viscoplastique comme partie d'une preuve construc-
tive de l'existence et l'unicité d'une solution. La premiere suggestion d'utiliser la
méthode de régularisation comme méthode numeérique est faite par Glowinski et al.
dans [GLT76]. Il existe évidement une in nité de régularisation possible, les plus
populaires sont dues a Bercovier et EnglemaBIE80] et a Papanastasiou Pap87.

La motivation premiére d'utiliser ces méthodes est qu'elles rentrent dans le cadre
des uides guasi-newtoniens qui sont plus simples a modéliser et qui nécessitent
un codt de calcul moins important. Cependant, une premiére di culté concerne le
conditionnement des matrices intervenant dans les problemes régularisés qui aug-
mente lorsque I'on se rapproche du cas non-di érentiel et les méthode de résolution
pour les uides quasi-newtoniens de type point xe ou Newton se détériorent. De
plus la stabilité et la convergence de la méthode n'est pas assurée pour les con-
traintes [FNO5]. Une seconde di culté est qu'il n'existe plus mathématiquement de
zones rigides pour les problémes régularisés. Ceci est génant lorsque I'on souhaite
justement prédire la localisation de ces zones : stabilité d'une fondation, départ ou
arrét d'un glissement de terrain, d'une avalanche, d'une coulée de lave ...
Parallelement a ces méthodes, une méthode de minimisation par Lagrangien aug-
menté est proposée par Fortin et GlowinskiHG83] et reprise dans Glo84, GLT87]
pour résoudre directement le probléme original non-di érentiable. Le principe origi-
nal de la méthode du Lagrangien augmenté existait déja dans le cadre de problémes
de minimisations sous contraintes discretdips69Pow69 Fle69. L'originalité dans
[FG83] est I'utilisation de ce formalisme adapté au cadre des équations aux dérivées
partielles. Le modele de Bingham est traité explicitement danEG83,Glo84,GLT87]
mais pas son extension de Herschlel-Bulkley. L'approche par Lagrangien augmenté
n'‘a pas été utilisée ensuite jusqu'en 2001, ou les travaux de Roquet et Saramito
[SR0O1 RS03 ont montré l'intérét de combiner cette approche avec l'adaptation de
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maillage. La méthode du Lagrangien augmenté est trés précise pour capturer les lim-
ites des zones rigides car elle est exacte mais elle nécessite généralement un temps
de calcul plus important que pour les modeles régularisés.

La modélisation des suspensions de particules

Les suspensions sont des uides di-phasiques constitués du mélange d'un solvant et
de particules. Ces uides sont trés utilisés dans les procédés de fabrication indus-
trielle, pour des matériaux composites, céramiques ou par exemple dans la com-
position du fuel pour fusée. La qualité d'un produit industriel dépend fortement
de l'uniformité de la distribution des particules, ce qui encourage l'utilisation de

la simulation numérique an d'étre capable de prévoir et comprendre la réparti-
tion des particules. Il y a eu plusieurs approches physiques et mathématiques pour
tenter de décrire cette évolution de la répartition des particules dans un uide new-
tonien en mouvement. On parle d'e et de migration. Des modeles d'approche directe
de type Stokes (voir BM97,SB01]) ou de dynamique Brownienne (voir fPTZ00])

ont été réalisés avec succes dans la description de la micro-structure des suspen-
sions mais ces méthodes sont trés limitées en nombre de particules puisqu'on les
modélise une a une, de l'ordre du millier, dues aux limites informatiques. Depuis,
les approches macroscopiques continues comme le modéle de ux ou le modéle de
suspension thermique sont devenues plus populaires car relativement simples et
moins colteuses en ressource informatique. En particulier le modéle de ux présenté
pour la premiére fois dans par Phillips et al. dansPAB*92] en s'inspirant des
travaux faits auparavant par Leighton et Acrivos dansI[A87], propose une descrip-
tion phénoménologique de la migration de particules au travers d'une équation de
di usion sur la densité volumique de particules . Ce modéle est ensuite repris et
étendu par KBL96, GMB98, KLK08,FMB* 02]. L'étude des suspensions de partic-
ules dans les uides a seuil est moins documentée et son développement est plus
récent. Le sujet intéresse de plus en plus les chercheurs ainsi que les industriels qui
utilisent des pates granulaires comme le béton frais. On trouve de récents travaux
expérimentaux et théoriques sur le sujet, bien résumé par Ovarlez et &DCC12

an de développer des modéles rhéologiques et migratoires des particules dans un
uide a seuil. Le sujet étant encore en phase exploratoire, il n'‘existe actuellement
pas, ou peu, de publications sur la modélisation numérique des suspensions dans un
uide a seuil.

La modélisation des écoulements de faible épaisseur

La modélisation tridimensionnelle des écoulements a surface libre soumis a la
gravité est un probléeme complexe. Bien que des outils numériques existent de
nos jours pour résoudre numériquement les équations completes gouvernants les
uides newtoniens et non-newtoniens avec surface libre, la résolution de ce type de
problemes est relativement colteuse, en particulier lorsque I'on s'intéresse a des
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problémes longs dans le temps et de grandes amplitudes spatiales. Dans le contexte
des uides peu profonds, l'idée naturelle est alors d'exploiter cette spéci cité pour
dériver du probleme 3D une version réduite bidimensionnelle, sous le prix d'un
certain nombres d'hypothéses et ainsi béné cier d'un temps de calcul bien plus
raisonnable tout en gardant un modeéle le plus dele possible au probleme original.

Il existe essentiellement deux techniques permettant cette réduction du 3D vers
le 2D dans le contexte des uides peu profonds : l'intégration dans I'épaisseur et
I'analyse asymptotique.

La premiere utilisation historique de modeéle réduit remonte sans doute a celui de
Saint-Venant [dSV71]] pour décrire I'écoulement des uides inertiels peu profonds ou
les termes visqueux sont négligés a partir des équations de Navier-Stokes, en anglais
on parle de shallow water model . La techniqgue employée consiste a supposer que
la vitesse est constante dans la verticale, ou reliée a sa valeur moyenne par une
relation de fermeture a n de simpli er les équations aprées intégration verticale. Ce
modele est de nos jours encore activement utilisé pour modéliser I'océan, le cours
des rivieres. Le terme shallow water est ensuite systématiquement repris lorsque
cette méthode est employée. Plusieurs extensions visqueuses ont été proposeées par
Gerbeau et Perthame GPO01], Marche Mar07] et Bresh et Desjardins BD06]. La
viscosité est conservée au moyen d'une condition de friction sur la frontiere inférieure
du uide, en contact avec la topographie.

La méthode shallow water a été étendue au modele d'Herschel-Bulkley daR&P6]

et utilisée dans le contexte des coulées de bot#398,LC97] Une autre approche est
proposée par Acary-Robert et al. dansARFNNRV12] a partir des inéquations de
viscoplasticité DL76] réduites en deux dimensions. Une autre réduction asympto-
tique est proposée par Bouchut et al. dan8[M14] et par Lusso dansl[us13 chap. 3]
pour les uides viscoplastiques de type Drucker-Prager (rhéologie dépendante de la
pression) et de faibles viscosités.

Un autre courant s'est développé en paralléle an de modéliser les écoulements
peu profonds dont les e ets de viscosité sont dominants. On parle de théorie de
lubri cation. L'idée est de faire une analyse asymptotique en fonction du rapport
d'aspect, la ratio entre I'épaisseur et la longueur de I'‘écoulement, lorsque celui
ci est tres faible. Lorsque le uide est laminaire, on obtient généralement avec
ces modeles une description locale de la vitesse et de la pression directement a
partir de la hauteur de uide et des ses dérivées. HuppertH[p82 a ainsi étudie

les écoulements de uides Newtoniens peu profonds a viscosité dominante. Il s'en
est suivi diverses extensions pour des uides visqueux plus complexes a rhéologie
non-Newtonienne. La premiere approximation pour les uides viscoplastiques de
faible épaisseur est proposée par Liu and MdiNI90] sur le probleme d'ouverture

de barrage sur un plan horizontal. Ce modele fut ensuite revisité par Balmforth
and Craster BCRS04 sur un plan incliné.
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La volonté d'appliquer ces modeéles a des problémes naturels réels : coulée de boue,
avalanche, coulée de lave, a conduit les auteurs a intégrer dans leur modéle la
prise en compte d'une topographie quelconque, sans se restreindre a une géometrie
bien particuliere. Une écriture des équations de Saint Venant visqueux sur une
topographie arbitraire est proposée par Boutounet et al. dan8 CNV08] dans un
systéme de repére curviligne. L'écriture dans un repére curviligne des équations
de Saint Venant étendue au cas viscoplastique est également présenté par lonescu
dans Jon13] ainsi que le modele viscoplastique asymptotiquIiM14].

Dans le cadre de la théorie de lubri cation et des uides a dominante visqueuse,
seules quelques géométries bien particulieres ont été étudiés. Des calculs sur des
topographies tridimensionnelles a géométrie cylindrique ou sphérique ont été
réalisés a l'aide de systeme de coordonnée adéquat : un canal cylindriqivy Q1]

et une surface conique YIM04].

Dans le contexte des coulées de lave a surface libre, la dynamique étant principale-
ment dominée par les e ets de viscosité, les modeéles développés se sont majoritaire-
ment orientés vers la théorie de lubri cation, bien qu'il existe un modéle de type
Saint Venant visqueux incluant des e ets de température et de dissipation visqueuse
Costa and MacedomioCMO05]. La prise en compte de la température pour les mod-
eles visqueux est proposée dans BercoviBLP6] qui étudie le probleme des plumes
thermiques des points chauds dans le manteau terrestre avec des uides Newtoniens.
L'équation de température est moyennée dans I'épaisseur mais apres intégration le
modele reste tridimensionnel. Bercovici propose d'introduire une équation de ferme-
ture et de supprimer un terme génant apparu apres intégration. Le modele donne
des résultats physiques intéressants (VoilGKTL12] pour une application sur la
modélisation des des démes), mais est génant d'un point de vue mathématique car,
en supprimant un terme, la convergence asymptotique est perdue. Balmforth et al.
proposent également dansBICS04 d'intégrer la température a leur modeéle dans

le probléme de la modélisation des démes de lave. Pour simpli er l'intégration de
I'équation de la chaleur, la température est supposée constante dans la verticale.

0.3 Mes contributions

Plusieurs contributions ont été apportées au cour de ce travail de these dans le cadre
de la simulation numérique des coulées de lave volcanique et plus généralement de
la modélisation des uides viscoplastiques.

La premiéere contribution de ce travail est la mise en +uvre d'une méthode numérique
pour la modélisation des uides viscoplastiqgues. La méthode du Lagrangien aug-
menté est étendue au modeéle de Herschel-Bulkley. La méthode proposée s'appliquent
aussi bien pour les problémes stationnaires que pour les problémes évolutifs, pour
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des uides laminaires ou inertiels. De nouveaux résultats d'une grande précision
numeérique ont été établis sur le probléme de la cavité entrainée, grace notamment a
des outils d'adaptation de maillage. Un grand nombre de simulation a été e ectué sur

le probléme de la cavité pour étudier I'in uence des di érents parametres physiques
qui décrivent le modele viscoplastique d'Herschel-Bulkley. Parallelement, la méth-
ode du Lagrangien augmenté a été accélérée en proposant d'utiliser une parametre
d'augmentation variable a progression géométrique. La vitesse de convergence passe
d'un comportement linéaire en échelle log-log & un comportement linéaire en échelle
semi-log (uniqguement sur lI'axe des ordonnées). Les temps de calcul s'en trouvent
diminués trés fortement.

La seconde contribution est de proposer l'une des premiéeres études numériques sur
la migration de particules dans un uide & seuil. Un algorithme de résolution du
couplage entre les équations de viscoplasticité et de migration est développé a par-
tir de la méthode du Lagrangien augmenté et d'une méthode du point xe. De
nouveaux résultats sont présentés sur le probleme de Poiseuille évolutif pour des
suspensions viscoplastiques dont la consistance et la contrainte seuil dépendent de
la concentration en particules.

Une troisieme contribution est la réduction par analyse asymptotique des équations
tridimensionnelles de I'écoulement a surface libre d'un uide d'Herschel-Bulkley sur
une topographie quelconque en un probléme bidimensionnel surfacique. La prise en
compte d'une topographie générale n'avait pas encore été proposée dans le cadre de
I'approximation de lubri cation. En complément a ce développement mathématique,

de nouveaux outils numériques ont été proposés dans la simulation des écoulements
a faible épaisseur comme un schéma en temps robuste, semi-implicite avec des pas de
temps variables permettant de faire des simulations en temps long et une méthode
d'adaptation de maillage pour suivre trées nement I'évolution du front d'avancement

de I'écoulement.

Une quatrieme contribution est la prise en compte dans le modéle réduit de I'équation
de la chaleur et de la thermo-dépendance de la viscosité et de la contrainte seuil. Une
nouvelle équation de fermeture pour la température est proposée a n de conserver la
convergence asymptotique. De nouveaux calculs sont présentés avec ce modele, une
comparaison avec les mesures expérimentales de GaBK{TL12] et la simulation
numérique d'une coulée de lave existante qui a eu lieue a la Réunion en 2010.

0.4 Plan de these

Ce document de these est articulé en deux parties.

La premiére partie, constituée de trois chapitres, concerne I'étude des équations de
viscoplasticité complétes, sans régularisation ou développement asymptotique.

Le premier chapitre présente les équations de Herschlel-Bulkley. Les équations sont
dans un premier temps discrétisées en temps a n de traiter le terme d'inertie a l'aide



22 0.4. PLAN DE THESE

de la méthode des caractéristiques. La succession de problémes qui en découlent
sont ensuite réécrits comme problémes de minimisation équivalents obtenus a partir
des inéquations variationnelles. Le chapitre s'intéresse ensuite a la résolution du
probleme de minimisation par la méthode du Lagrangien augmenté et se clot par
une résolution numérique du probléeme de la cavité entrainée. Di érents outils
numériques tels que I'adaptation de maillage sont présentés.

Le second chapitre s'intéresse au couplage des équations de Herschel-Bulkley et
de I'équation de la chaleur lorsque la rhéologie dépend de la température. Une
méthode de résolution est proposée en mixant l'algorithme du Lagrangien augmenté
et une méthode du point xe. Des résultats numériques sont donnés sur le probléeme
de I'écoulement d'un uide en refroidissement dans un cylindre. lls serviront de
base de comparaisons avec les données proposées par Vinay et al. danva()5]
obtenues sur le méme probléme.

Le troisieme chapitre porte sur la modélisation des suspensions de particules et sur
le couplage entre les équations de Herschel-Bulkley et une équation di usive sur
la migration des cristaux lorsque la rhéologie dépend de la densité de particules.
Deux exemples numériques sont proposeés sur les problemes de Poiseuille et de
Couette dans le cas des uides newtoniens en reprenant le modeéle de suspension
de [PAB* 92]. Ce chapitre explore ensuite la modélisation des suspensions viscoplas-
tiques. Un algorithme analogue a celui du chapitre 2 est proposé pour résoudre ce
probleme en mixant la méthode du Lagrangien avec celle du point xe. Des résultats
sont donnés sur le probleme de Poiseuille en testant di érentes lois rhéologiques de
dépendance en particules.

La seconde partie, constituée de deux chapitres, concerne la modélisation d'écoule-
ments viscoplastiques gravitaires a surface libre peu profonds.

Le quatriéme chapitre, qui a fait I'objet d'une publication BSS13, se limite au cadre
des écoulements isothermes et présente en détail la réduction asymptotique sous
les approximations de lubri cation des équations tridimensionnelles de Herschel-
Bulkley sur une topographie arbitraire. La méthode de résolution numérique est
ensuite présentée (discrétisation en temps et en espace, méthode du point xe pour
gérer les non-linéarités, adaptation de maillage pour suivre tres précisément le front
d'avancement du uide). Deux simulations basées sur des expériences réalisées en
laboratoire sont présentées an de comparer prévision numérique et mesures ex-
périmentales : un déme de Kaolin qui s'étale sur un plan inclinCRS04, une
ouverture de réservoir tridimensionnelle (en anglais dam break problem ) a base de
Carbopol sur un plan incliné AC09]. Une section qui n'est pas dans l'article§SS13
vient s'ajouter a la n du chapitre et propose une nouvelle méthode de résolution
de la non-linéarité des équations réduites a l'aide de l'algorithme de Newton. Une
comparaison est faite avec la méthode du point xe.

Le cinquieme chapitre, qui fait actuellement I'objet d'un papier soumisBSS14,
généralise I'analyse du chapitre 4 au cadre des uides viscoplastiques non-isothermes.
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Sous certaines hypothéses, un modeéle réduit bidimensionnel est construit par analyse
asymptotique et intégration dans I'épaisseur. Une premiere comparaison est faite sur
les expériences de GareGKTL12] (refroidissement et étalement d'un déme d'huile

de silicone alimenté sur un plan horizontal) entre simulations numériques et mesures
expérimentales. Une seconde comparaison est faite sur la simulation numérique d'une
réelle coulée de lave qui eu lieu en décembre 2010 sur Piton de la Fournaise a la Réu-
nion.
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1.1 Introduction

Les uides viscoplastigues ont la propriété d'avoir un comportement solide en
dessous d'une certaine contrainte seuil, puis un comportement uide au dela de
cette contrainte. Il faut qu'il y ait su samment de forces qui s'exercent sur ces u-
ides pour les déformer. Le modéle viscoplastique permet de décrire convenablement
de nombreux écoulements naturels. Outre les coulées de lave, il est également utilisé
pour d'écrire la dynamique des avalanches, des coulées de boues, de débris, de sable
etc. On le rencontre également dans la modélisation du sang et dans d'autres uides
biologiques. Les uides viscoplastiques sont également trés utilisés dans l'industrie,
notamment dans l'alimentaire, a n de donner une certaine consistance aux aliments,
comme les sauces de type Ketchup. Les uides viscoplastiques sont également utilisés
dans l'industrie cosmétiques, pour la fabrication de crémes et de mousses a raser,
dans le domaine de la construction avec le béton, dans la peinture, I'extraction de
pétrole ... Tous ces exemples montrent bien que ces uides sont aujourd’'hui au centre
au des préoccupations d'un grand nombre physiciens, biologistes, mathématiciens et
industriels et concernent une grande diversité de secteurs d'application. Notons que
pour la plupart des exemples cités, le modeéle viscoplastique est souvent complété par
d'autres propriétés physiques, comme les e ets d'élasticité, on parle alors de uides
elasto-plastique, et méme visco-élasto-plastique pour un uide combinant les deux
e ets. On propose dans ce chapitre une méthode numérique permettant de résoudre
les équations de viscoplasticité décrites par le modele de Herschel-Bulkley.

1.2 Equation générales de la mécanique des uides

Nous présentons dans cette section les équations permettant de décrire le mouvement
des uides, en particulier les équations dites de Navier-Stokes. L'établissement des
équations de conservation sera détaillé ici dans l'optique d'introduire les notations
et les objets utilisés tout au long de cette thése. De nombreux ouvrages présentent
I'établissement des équations de la mécanique des uides avec di érentes approches
pour aboutir aux mémes équations. Le choix fait ici est similaire a celui présenté
dans Fay94, chap. 3] pour la conservation de la masse dtdy94, chap. 5] pour la
conservation de la quantité de mouvement. Le choix des notations et de la forme de la
présentation s'appuient également sur le livre de Pierre Saramit84r13h chap. 1].

1.2.1 Conservation de la masse

Le principe de la conservation de la masse postule qu'il n'y a ni apparition ni dis-
parition de matiere. On considere un uide qui occupe un volume, un domaine
ouvert borné deR3. Introduisant les notations suivantes :

(t; x) la densité au point x = (X1; X2; X3) a l'instant t,
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u(t; x) = (ui(t; x))1 i 3 lavitesse au point x a l'instant t.

Figure 1.1 Ecoulement dans un domaine

SoitV un sous-domaine ouvert régulier quelconque et xe, comme illustré sur la
gure 1.3 La conservation de la masse dans le volunveexprime que la production
volumique de masse contenue daNsa l'instant t est égale au ux de masse entrant

a travers @ :
Z Z

d
— (t,x)dv = (t; x)u(t; x) n(x) ds
dad oY
ou n est la normale unitaire sortante &V sur @/. Rappelons la formule de Green-
Ostrogradski : 7 7
v nds= divvdv, 8v2(HYV))3
@ \%
et appliquons cette formule au membre de droite de I'équation de conservation de
la masse, avew = (t;:)u(t;:). Apres permutation de la dérivation en temps et de
I'intégrale sur V dans le membre de gauche, il vient :
Z
@, div( u) dv=0:
v @t
Cette relation étant vraie pour tout voisinageV d'un point quelconquex de l'ouvert
et a tout instant t d'un intervalle de temps]0; T[, hous obtenons une expression
locale de la conservation de la masse :
@ + div( u) =0 dans]O; T[ : (1.2)
@t
1.2.2 Conservation de la quantité de mouvement

Pour un corps matériel supposé ponctuel, la quantité de mouvement est le produit de
la masse par le vecteur vitesse, elle est dé nie ppr= mu, qui dépend du référentiel
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d'étude. Pour un corps non ponctuel (ou systéme matériel), on dé nit plutdét dans
un premier temps une densité volumique de quantité de mouvement donnée par
jp(t;x) = (t; x)u(t; x) en tout point x et a tout instant t. Pour un volume matériel
de uide V(1) , la quantité de mouvement sera alors
Z Z
p(t) = jp(t;x) dv = (t; x)u(t; x) dv
V(t) V()
a l'instant t. On entend par volume matériel un ensemble de particules en mouvement
gue l'on représente par un volume qui se déforme au cours du temps.
La conservation de la quantité de mouvement exprime le fait que I'action d'une force
extérieure sur tout systeme matériel de uidev(t) conduit a une variation de

sa quantité de mouvement :
dp _

a - Fex:
Rappelons le théoreme de transport de Reynolds qui permet de permuter la

dérivation en temps avec une intégrale sur un domaine dépendant du temps :

pour tout volume matériel V(t) et tout champ scalairef 2 H(V(t)),

Z Z

E f(t;x) dv= %ft+ div (fv) (t;x) dv:

dt v V(t)

On peut aisément étendre cette formule a tout champ de vecteur2 (H(V(t)))?3,

q z Z @

— f(t;x) dv = —+div (f v) (tx) dv:
dt v vy @t
ouf v estla notation pour le tenseur de composanié;v;)u i; 3 €t ou pour tout
tenseur , on dé nit sa divergence par :
[

X @
i OF

div =
1i 3
Ainsi, div  est un champ de vecteurs, a trois composantes. A n d'éviter toute

ambiguité avec la divergence d'un champ de vecteurs diy I'opérateur divergence
d'un tenseur est noté en caractére gras.

L d . L
On peut alors écrire le terme£ autrement en appliquant le théoreme de transport

avecf = (t;:)u(t;:) :

Z
d_ Q@ u)

+div (u u) (x;t)dv:

Les forces extérieureB ¢, exercées sur le volume matéri&(t) sont de deux sortes :
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Les forces externes, dues a la gravité :
Z

g(t; x) dv
V(t)
ou g est le vecteurgravité , supposé constant. Nous négligerons ici les autres
forces, telle que la force de Coriolis ou les forces dues aux e ets magnétiques.

Les forces internes, dues aux déformations du uide :
Z
wot (t; X)N(X) dv
@/(t)

ou o estletenseur symétrique des contraintes totales

La notation N représente un champ de vecteurs issu du produit tenseur-vecteur,

de composantes :

ﬁ -

(wth)i = g, 11 3

j=1

En utilisant la version tensorielle de la formule de Green-Ostrogradski
Z Z
nds= div. dv; 8 2 (HY(V(1))?* 3
@(t) v(t)

au tenseur (t;:), la conservation de la quantité de mouvement devient :

@ u)
vy @t

Cette relation étant vraie pour tout volume matériel de l'ouvert , a tout instant t,
nous obtenons une expression locale de la conservation de la quantité de mouvement :

Q@ u)

+div (u u) div o g dv=0:

at +div (U u) div g=0dans]O;T[ : (1.2)
On peut développer cette équation :
@ @ : :
@t+(u:r Ju +u: @t+ div(u) + u:r div ¢ g=0dans]o;T[ ;
ou pour tout vecteurf, (u:r )f est la notation du vecteur de composantes
X of
ur )f)i = u—; 1 1 3
((uzr )f); L Yex

En utilisant I'équation de conservation de la masses(1h), on peut nalement écrire
I'équation (1.2) sous une forme alternative :

@,

ot (ur)u dv  g=0dans]O;T[ (1.3)
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On utilisera de préférence cette écriture. Les deux équations de conservatiorif) et

(1.3) contiennent trois inconnues u, et . Plus précisément, au niveau scalaire,

il y a en réalité 4 équations et 10 inconnues. Il manque des équations plus spéci ques
au propriétés physiques du uide, on cherche plutot & avoir autant d'équations que
d'inconnues. Pour cela, on compléte généralement ce systeme a l'aide d'une équation
liant u et ¢ que l'on appelle loi de comportement.

1.2.3 Loi de comportement

Commencons par introduire quelques dé nitions. Tout d'abord, dé nissons laace

d'un tenseur
x3

tr( )= i

j=1
On peut alors décomposer le tenseur en une somme de deux partiesgtr( )1
appelée partie sphérique et str( )l, appelée partie déviatrice , ou |
représente le tenseur identit¢ j); i; s et j le symbole de Kronecker.

La partie sphérique du tenseur des contraintes totales permet d'introduire le champ
de pression :

1
p= Fr( w);

La partie déviatrice du tenseur des contraintes totales est notée si bien que :

ot = Pl + (1.4)

La loi de comportement exprime une relation entre la partie déviatrice du tenseur
des contraintes totales et le tenseur des gradients de vitessa :

au
@x’
Dans le cas le plus simple des équations de Navier-Stokes, le uide considéré est
supposénewtonien , c'est a dire que la loi de comportement est linéaire :

(ru) = 1 i) 3

=2 D (u) %div(u)l (1.5)

ou est une constante positive appelédscosité et D(u) est la partie symétrique
du tenseur de gradient de vitesses :

ru+ru’

D(U) =~

Le tenseurD (u) est aussi appeléenseur des taux de déformation . Remarquons
qgue tr(D (u)) = div u, si bien que I'expression du membre de droite d&.p) est bien
a trace nulle. Nous verrons par la suite qu'il existe un certain nombre de uides qui
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ne véri ent pas cette loi de comportement, appelés alors uideson-newtoniens .

La loi de comportement entre et r u est alors non-linéaire. Les coulées de laves
sont en particulier un exemple de uide non-newtonien car dans ce cas, la loi de
comportement fait apparaitre un phénomene de seuil. On parle alors de uides-
coplastiques . Il existe principalement deux modeles qui décrivent ce type d'écoule-
ment, le modéle deBingham et son extension, le modele Herschel-Bulkley

Nous détaillerons ces modeles dans la secti@rB. Comme ce modele correspond

le mieux a la dynamique des uides, nous considérerons des écoulements de types
viscoplastiques pour le reste du manuscrit.

1.2.4 Hypothese d'incompressibilité

Avec l'ajout de la loi de comportement et lintroduction du déviateur des con-
traintes et de la pressionp, on compte 4 équations et 5 inconnues :i,

, U, pet . Au niveau scalaire, nous avons ajouté 7 inconnues et 6 équations,
ce qui nous amene a 16 équations pour 17 inconnues. Il manque encore une équation!

Une facon classique de résoudre cette diculté est de se donner une seconde loi
de comportement, liant cette fois la pression et la densité [Pir88]. C'est ce que
I'on fait classiquement pour les gaz, comme l'air, qui sont sensiblement compress-
ibles. Cet e et intervient dans de nombreux phénomeénes : la portance des avions,
I'optimisation de la forme des voitures pour améliorer la pénétration dans l'air et
diminuer la consommation, etc. Pour de nombreux liquides tels que I'eau ou les laves
volcaniques et autres uides complexes que nous étudierons par la suite, la variation
de la densité est extrémement faible, si bien que I'on peut supposerconstante.
Cette hypothése est parfois également utilisée pour des gaz tels que l'air, a faible
vitesse. Avec cette hypothese, les équations vont se simpli er, la conservation de la
masse b.1b) conduit alors a larelation d'incompressibilité

divu =0 dans]O;T[ : (1.6)
En particulier, pour des uides newtoniens, la loi de comportementl(5) devient
=2 D (u): (1.7)

et en utilisant la décomposition (.4) du tenseur des contraintes totales, la conser-
vation de la quantité de mouvement {.3) devient :

@,
@t
Les équations deNavier-Stokes dans le cas général compressibles correspondent

aux équations 6.1b), (1.5) et (1.3). La cas particulier de Navier-Stokes incompress-
ible correspond aux équations1(6) et (1.9).

(uirr)u div(2D (u))+r p= gdans]o;T[ (1.8)
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1.3 Fluides viscoplastiques

Dans cette section, on reprend le formalisme utilisé danBI[76] pour les uides de
Bingham et dans $ar13h chap. 3] pour la généralisation aux uides de Herschel-
Bulkley.

On se place toujours dans I'hypothese d'incompressibilité. Un uide viscoplastique
obéit toujours aux mémes lois de conservation énoncées précédemment, mais avec
une loi de comportement particuliére. Introduisons tout d'abord un produit scalaire
dans l'espace des tenseurs symétriqu8d(R). Pour tout tenseur et symétrique
de S3(R), on note :
x3

- ij i

ihj =1
On choisira plutét comme produit scalaire usuel pour des tenseurs symétriques la
grandeur T On peut alors dé nir une norme associée a ce produit scalaire par

. 2 - . _

V)= —=
2 i =1 1ij 3

La loi de comportement des uides viscoplastiques est généralement obtenue a partir

de I'énergie de dissipatiorD . On appelle uide deHerschel-Bulkley (voir [HB26]

pour la premiere apparition du modele en scalaire) le matériau pour lequel la fonction

de dissipationD ne dépend que du tenseur des taux de déformation et des données,

c'est a direD = D(D(u)), et qui est donnée par :
K ... o
D(G) = mjzeﬂ*l + 0j2Gj; 8G 2 S3R) (1.9)

aveck > 0,n> 0et o 0 qui sont les parametres du modeéle (voirHP32]
pour cette premiére écriture vectoriel) . On appelle la constant€ la consistance
du uide, n l'indice de puissance et , la contrainte seuil . Lorsque o = 0,
on parle d'un modéle erloi de puissance et de uides quasi-newtoniens , si de
plus n = 1, le modele correspond au modele de Navier-Stokes et la consistaiice
coincide avec la viscosité. Pour n =1 et ¢ > 0 ce modele s'appelle modéle de
Bingham (voir [Bin22]).

La di culté dans ce modele est que I'énergie de dissipatioD n'est pas di éren-
tiable des que o 6 0. Par contre elle est convexe et on peut ainsi dé nir son
sous-di érentiel :

Dé nition 1.3.1. On appelle lesous-di érentiel  d'une fonction convexelJ en
G 2 S3(R) I'ensemble :

@Je)=f 2S3R);JI() JI(G) ( G); 8 2S3R)g: (1.10)
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AD(G) AD(G)

@@z N L eE s

iGoj = |Gj 1Gol _= jGj

Figure 1.2 Minimisation d'une énergie non-di érentiable : (gauche) 2 D (Gy) ;
(droite) 02 D (Gy) .

Cette dé nition illustre le fait que toutes les tangentes possibles e(G;J(G))
sont situées sous la courbe convexe. Dans le cas d'une fonctionRlelans R,
cette notion se simplie, siJ est dérivable a gauche et a droite ers, alors
@JGo) = [I°(Go); IP(Go)] (voir gure 1.2).

Propriété 1.3.1. Soit G 2 S3(R), le sous-di érentiel deD vérie :
8
< _ . . 1+n
@(G)= 26
Tt od sinon.

siG60;

Démonstration. Décomposons I'énergie de dissipatidd = D; + D, avec :
D1(G) = ——j2Gj*"
1+n
D.(G) = (j2Gj; 8G 2 S3(R):

La premiere partieD; est di érentiable : son sous-di érentiel ne contient qu'un seul
élément et@(G) = fKj2Gj *"2Gg. Ainsi,

@(G)=f =Kj2Gj *"2G+ ; 2 @-,(G)g

La deuxieme partie est di érentiable lorsqués 6 0 et correspond a la dérivée usuelle,
mais elle n'est pas di érentiable enG = 0, elle contient un ensemble de valeurs :
8 2G
< = 0= siG 6 0;
@>(G) = . 12G)
B 0og  sinon.

En e et, lorsque G =0, soit tel quej j o et 2 S3(R), alors par l'inégalité de

Cauchy-Schwarz,'T2 i 2] 0j2 ], C'estadire 2 @»(0). Et réciproque-

ment, soit 2 @,(0) alors8 2 S3(R), : 0i2 j. En particulier, pour = 5
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onaj j o- Finalement, on a bien :
8
o 2G .
< = Kj2G] ¥"2G+ o— siG6O0;
@(G) = . J2G]

fi 0] 00 sinon.
Il

Par dé nition, un uide incompressible est de type Herschel-Bulkley si 2

@ (D (u)).
Remarquons que la norme du déviateur des contraintgs] s'exprime assez simple-
ment en fonction de celle des taux de déformatig2D (u)j (voir gure 1.3):

(
j 1= Kj2D(u)j"+ o si2D(u) 60;

b1 o sinon.
i ‘
n=03—
0 n=0:6
n=1:0
0 n=2:0 .
0 1 = j2D(u)]

Figure 1.3 Fluide viscoplastiques : norme des contraintgs j en fonction de celle
des taux de déformationg2D (u)j.

1.4 Probleme aux limites

Pour un probléeme complet, on compléte cette équation constitutive avec les
éqguations de conservation du mouvement et de la masse dans le cas incompressible,
ainsi que des conditions aux bords et initiales pour obtenir un probleme a trois
inconnues. Pour faire simple, on considére ici un probleme aux conditions de
type Dirichlet. L'idée est d'étudier de maniére générale un probleme complet
d'un écoulement de uide viscoplastique et de présenter une méthode générale de
résolution pour ce type de probleme. On pourra adapter aisément par la suite sur
des exemples concrets la méthode générale a des conditions aux frontieres plus spé-
ci ques comme des conditions de types Neumann ou Robin. Le probleme se formule :
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trouver ; u et pdénis dans]0;T[ tels que:

= Kj2D(u)j *"2D(u)+ omg(y; Sij2D(u)j 60;
i o sinon,
@ . : _ : :
@t+(u.r )u dv +rp = f dans]O; T[ ;
dvu = 0 dans]O; T[ ;
u = u surlo; T[] @
u(t=0) = up dans

ou f sont les forces extérieures (gravité, etc) données de méme que les conditions
aux bords et initialesu et Ui, .

Nous allons voir que la méthode développée par la suite pour résoudre ce type de
probleme nécessite au préalable de discrétiser le terme d'inedier u. Nous allons
pour cela utiliser la méthode des caractéristiques.

1.5 Discrétisation en temps par la méthode des car-
actéristigues

Dans l'optique de faire de la simulation numérique par éléments nis, le choix
de la méthode utilisée pour discrétiser en temps les équations d'évolution avec
un terme d'advection porte sur la méthode des caractéristiques introduite par O.
Pironneau dans Pir88] dans le cadre de la mécanique des uides. Nous rappelons
ici brievement le principe.

1.5.1 Equation de la ligne caractéristique

L'intervalle [0;T] est partitionné en M sous-intervalles [ty ;tm+1], oOU
th=m tt 0 m Met t=T=M estle pas de temps.

u X
t=1tm+1

Figure 1.4 Ligne caractéristique dex.

Notons X (t; x) la position de la particule au tempg qui est a la positionx au temps
tm+1 €t qui est transportée paru. On appelle ligne caractéristiqgue de& I'ensemble
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des points(X (t; X))2r+ . Cette situation est représentée sur la gurd.4. La fonction
X (t; x) véri e I'équation di érentielle :

8

dXx
< S u(t; X(t;x))  pip: t21tm; tmer [
© X (tmer;X) = X:

Il s'agit d'un probleme de Cauchy rétrograde (avec condition nale) qui admet une
solution unique lorsque le champ de vitesse est continu.

1.5.2 Approximation du premiére ordre

Lorsque I'on connait la valeur du champ de vitesse au tempst,+1, on peut ap-
procher cette équation di érentielle par le schéma d'Euler implicite d'ordre 1 :

X (tm+1;X) t X (tm;X) = U(tmar; X (tme; X)) + O( 1):

En utilisant X (tm+1;X) = X, il vient :

X (tm;X) = X tu(tm+1;X)+ O( 1):
Commeu est une inconnue dans notre cas, on utilisera plutdt un schéma d'Euler
semi-implicite d'ordre 1 :

X (tm+1:X) t X (tm;X) = U(tm; X(tme1; X))+ O( 1):

Il vient alors
X(tm;X) = X tu(tm;x)+ O( t):

Notons X ,(X) = X tu(tm; x) l'approximation de X (tm;X).

Introduisons ladérivée totale d'une quantité "

d _ @ .y _@ .
ot @tf (t; X(t;x))g= @t+(u.r )"
La dérivée totale de' a linstant t.; est approchée par I'expression de type dif-

férences nies suivante (voir gurel.5) :

d' "(tmeriX) " (tmy X (X
R &
La dérivée totale du champ des vitesses
du @ )
Tl @t+(u.r Ju

apparait dans I'équation de conservation du moment. Il est donc possible d'approcher
ce terme par

Lt = W) Ui XnlD o),
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u(thrl ) X)

X
u(tm ) an(x)) t=

tm-l—l

Figure 1.5 Approximation de la dérivée totale.

Cette méthode a été introduite par O. Pironneau dansPjr88]. On parle de
méthode des caractéristiques dans le contexte des di érences nis et de méthode de
Lagrange-Galerkin dans le contexte des éléments nis.

1.5.3 Approximation du second ordre

En suivant [BMMR97, FP04], on peut étendre la méthode des caractéristiques a
I'ordre 2. La dérivée totale est alors approchée par un schéma de di érences nies
rétrograde d'ordre 2 (BDF2) :

+ O( t?);
ou

Xm =X tu (X);
Xm1=X 2 tu (x);

U (X)= Umn(X) Um 1(X):

Nous utiliserons ce schéma pour plus de précisions .Nous pouvons construire par
récurrence les suite§ m)o m M, (Um) 1 m m € (Pm)o m m OU m(X)  (tm;X),
Un(X)  u(tm;X) et pn(X) p(tm;x) sont respectivement des approximations des
contraintes, de la vitesse et de la pression :

Algorithme 1.5.1 (schéma BDF2)

initialisation (m= 1;0 : U 1 = Ug:= Uiy sont donnés
boucle entemps (m 0): u, ; etuy, étant connus, trouver i1, Um+r €t Pm+1
dans tels que

8
2D(Um+l)

. OjZD(um+l)j
) omet]l o sinon,

me1 = Kji2D(Um+1)j Y "2D(Umsr ) + Sij2D(Um+1)j 6 O;
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3 . 4
2—tum+1 div. 41 +.r Pm+r = T+ Z_tum Xm z—tum 1 Xm 1 dans ;
dvums = 0 dans ;
Un+1 = U (tm+1) sur@ :

Notons qu'il n'est pas nécessaire pour cette algorithme d'initialiser et p.

La méthode des caractéristique est impléementée dans la librairie C++ Rhéolef
[Sarl33 a l'ordre 1 et 2 pour la résolution de probleme numérique avec la méthode
des éléments nis.

1.6 Exemple : écoulement de Poiseuille plan en sta-
tionnaire

On considére I'écoulement d'un uide viscoplastique entre deux plaques paralleles
au plan Oxy et initié par une force de pressiorf = fe, verticale et constante.
L'écoulement, une fois établi, est aussi vertical et le vecteur vitesse ne dépend que
de x : u(x) = u(x)e,. Le tenseur symétrique n'a plus qu'une composante non-nulle

«(X). On véri e sans diculté que j2D(u)j = juY, si bien que la composante
vérie :

trouver ,; udénisdans] L;L][tels que:

2 (X) = Kjuqx)j Trudx) +  oi) sijudx)j 6 0;

0Ju%(x)j
J 2] o sinon,
9 f = 0 dans] L;L[;
ul L)y=ulL) = 0

Ecrivons un probléme équivalent sans dimension. On se donne une contrainte
représentative = fL et une vitesse représentativd) telle que K (U=L)" =
et on e ectue le changement d'inconnues :

X=Lxu=Ut =~

Le systeme se réduit a un probleme avec seulement deux parametrest le nom-
bre de BinghamBi = o=(fL ). Comme il n'y a plus d'ambiguité, on omet les tildes :

trouver ;; udénisdans] 1;1]tels que :

w(¥) = JuT)] TTuTX) + Bi i sijuix)j 6 0;

] xzJ Bi sinon,
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9 1 = 0 dans] L1

u( )=u@@) = 0
n=2.0 ——
n=1:5
n=1:0 -
0.3} n=10
n=0:2
0.2 -
o1l ST
O” : . 1 )
Bi 0 Bi 1

Figure 1.6 Fluide viscoplastiques : écoulement de Poiseuille po&i = 1=2.

Remarquons que la solution est paireu( x) = u(x). On obtient ,,(X) = X et
le critere de seuil donnau(x) = 0 quandjxj Bi. SiBi> 1 la solution estu = 0.
Sinon, pourjxj > Bi , on obtient juYx)j" + Bi = jxj et nalement, avec les conditions
aux limites et la continuité enx = Bi :

u(x):lz—n 1 Bi)™¥+ max(0jxj Bi)“" (1.11)

Cette solution est représentée sur la guré.6.

1.7 Formulation variationnelle

Duvaut et al. présentent dansJL76] un cadre général des problemes qui peuvent étre
mis sous forme d'inéquations variationnelles. L'exemple des uides de Bingham y est
traité. Nous proposons ici de détailler le cas particulier des équations de Herschel-
Bulkley.

On considere le probleme :

(P1) : trouver ; u et pdénis dans tels que:

2 @ (D(u));
u div +rp = F dans ;
dvu = 0 dans ;
u = u sur@:
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ou est une constante positive eE un champ vectoriel donné.

, . R 3
L'algorithme 1.5.1 est une succession de problémes de cette forme, avee 21

4
Utilisons la décomposition I'énergie de dissipatioD = D; + D, avec :

D1(G) = j2Gj*"

1+n
D.(G) = (j2Gj; 8G 2 S3(R):

La premiere partieD; est di érentiable : son sous-di érentiel ne contient qu'un seul
élément et@(G) = fKj2Gj *"2Gg. Ainsi, on obtient successivement :

@(G)=f =Kj2Gj *"2G+ ; 2 @-,(G)g
0 @xG)="f Kj2Gj *"2G+ ; 2 @ (G)g

De la convexité deD, et par dé nition du sous-di érentiel @-,(G), on obtient pour
tout G 2 S3(R) de trace nulle, et 2 @ (G) que :

Do( ) DAG) ( Kj2Gj *"2G+ ):( G); 8 2S%R)ettr( )=0:

ChoisissonsG = D(u) : la contrainte tr(G) = 0 devient div(u) = 0. De méme,
choisissons = D(v) avec div) = 0 comme fonction test. En intégrant sur , il

vient l'inéquation variationnelle :
Z z

2K (j2D(u)j ¥*"D(u)): (D(v u))dx+j(2D(v)) j(2D(u)) :(D(v u))dx
(1.12)
ou l'on a poseé : Z
)= of Jdx
On introduit les espaces suivants :
V(g)= fv2 W() 3 uje = gg; pourtout g2 W! s3(@) 3;
K(g) = fv 2 V(g); div(v)=0g;
X =L%) etX =L%() ;
V=Xx3etV =X 3
T=S3X)etT = S3X );

N S
ous=max(l+ n;2)ets = s 1 de tels sorte quel=s+1=s =1.
En multipliant la conservation de la quantité de mouvement pav  u s'annulant

sur le bord (i.e. élément de/ (0)) et en intégrant par parties :
Z Z Z Z

u:(v. u)dx+ :(D(v u)) dx pdiviv. u)dx= F (v u)dx;
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en supposantque 2 T ,p2 X etF 2 V pour assurer I'existence de chaque
intégrale par l'inégalité de Holder.

En ajoutant cette équation a l'inéquation variationnelle (.12, et en incorporant la
relation d'incompressibilité, il vient la formulation variationnelle du probleme :

(FV1) : trouver u2 V(u )etp2 X tels que :

Z Z
u(v. u) dx+2K (j2D(w)j ¥"D(u)): (D(v u)) dx
Z Z
+j(2D(v)) j(2D(u)) pdiv(v u) dx F (v u)dx
Z
gdiv(u) dx =0

ceci pour toutv 2 K(u )etg2 X .
Il est possible d'écrire de facon équivalente ce probleme sur le noyau de I'opérateur
divergence :

(FV1) : trouver u 2 K (u ) tel que :
Z Z

u(v. u) dx+2K (j2D(u)j ¥"D(u)): (D(v u)) dx+j(2D(v)) j(2D(u))
Z
F (v u)dx

ceci pour toutv 2 K (u ).

Cette formulation variationnelle est élégante mais si I'on veut résoudre le probleme,
on doit récrire cette inéquation non-linéaire sur des espaces de dimension nie, on ob-
tient un systéme d'inéquation de grande taille tres di cile a résoudre, c'est pourquoi
nous allons donner dans la section suivante un probleme de minimisation équivalent
plus simple a résoudre.

1.8 Meéthode du Lagrangien augmenté

Il est développé dandG83] un cadre général de problemes de minimisation qui peu-
vent étre résolus par une méthode de Lagrangien augmenté. Cette méthode s'applique
en particulier aux équations de Herschel-Bulkley. Nous allons détailler précisément
dans cette section cette méthode sur le probleme considéré.

1.8.1 Probleme de minimisation équivalent a (FV1)

La plupart des résultats qui suivent s'appuient sur un lemme tres utile, démontré
dans PL76, p. 285], que nous énongons tout de suite, adapté a notre cadre :
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Lemme 1.8.1. SoientJ; et J, deux fonctionnelles convexes, propres, s.c.i., dé nies
sur V(u ), J; étant di érentiable, alors minimiser J; + J, équivaut a trouveru 2
V(u ) vériant :

dJi(u)(v  u)+ Jo(v) Ji(u) O, 8v2V(u):

Théoréme 1.8.1. Soitu dansK (u ), u est une solution deg(FV1) si et seulement
si

(Q): u=argminJ (v)

v2K (u )

avec
Z Z Z

jvi?dx +  D(D(v)) dx F v dx
Z Z Z Z

K
- 2 . 1+n - .
5 jvjcdx + T+m 12D (V)] dx+ o j2D(v)j dx F v dx

J(v)

De plus, comme la fonctionnelld est clairement continue, propre strictement con-
vexe et qu'elle vérie :

lim =+1 ;
kvk! +1 J (V) '

on sait qu'il existe un unique minimum, et donc l'existence et l'unicité de la solution
du probleme (FV1).

Démonstration. Supposons quas = argmin J (v). Notons pour tout v 2 K (u ),
v2K (u )
J(v) = Ja(v) + j(v) ou:
Z Z Z
j2D(v)j**" dx F vdx

. K
(V)= 5 Vit dx+

Les fonctionnelles]; et j sont convexes, propres, s.c.i. el; est di érentiable. De

plus
Z Z Z

dJ;(u)(v) = uxv dx +2K  j2D(u)j *"D(u): D(v) dx F v dx

En appliquant le lemme al = J;+j surK (u ),J estminimale enu si et seulement
si u véri e l'inéquation variationnelle (FV1). O

1.8.2 Algorithme de Fortin-Glowinski

La recherche du minimum de la fonctionnelld n'est pas simple, car dés lors que

o 6 0, elle n'est pas diérentiable. Il faut donc utiliser des techniques de I'op-
timisation convexe. Un algorithme de minimisation a été proposée par Fortin et
Glowinski dans FG83] et repris par Glowinksi et P. Le Tallec dansGLT87]. L'idée
de leur méthode est de séparer la partie non-di érentiable du reste en introduisant
une variable supplémentaire véri ant la relation =2D(u). Notons :

J(v)=F(D(v))+ G(v); 8v2V(u);
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ou
Z Z
F()= jjithdx+ o jjdx; 8 2T;
14n y
jvj? dx F vdx; 8v2V(u);

G(V): E
et
W(u )=1f(v; )2V(u ) T)j =2D(v)g:

Les fonctionnellesF et G sont convexes etG est di érentiable. Le probléeme de
minimisation (Q) est clairement équivalent au probleme :

” )ry\llp(u )F( )+ G(v): (2.13)
On peut alors voir le probleme {.13 comme un probleme de minimisation
sous-contrainte, ou la contrainte est justement la relatior2D (u) = 0. Il est
alors naturel d'introduire un multiplicateur de Lagrange 2 S3(R) associé a la
contrainte 2D (u) = 0. Les résultats théoriques montrent que le multiplicateur
va coincider avec le déviateur des contraintes, on le note donc dés maintenant
On peut également traiter la conservation de masse div = 0 comme contrainte
associée a un multiplicateur de Lagrange (qui vas coincider avec la pression). Le
Lagrangien associé s'écrit donc

z 1Z
L(u; ;p; )= F( )+ G(u) p div u dx + > :(2D(u) ) dx:

Le probleme initial devient une minimisation sous contraintes qui se formule comme
le point-de-selle du Lagrangien, au vue du résultat suivant :

Théoréme 1.8.2. Si (u; ;p; ) est point-de-selle de, i.e.

(u; ;p; )= arginf sup  L(v; :q;);

(vi)2v(u) T (q;)2x T
alors u est solution du problemgQ) etona =2D(u).

La démonstration de ce théoréeme peut étre trouvée danslp84, chap. 6] dans le
cadre général pour un multiplicateur de Lagrange. La démonstration étant intéres-
sante pour comprendre la méthode, elle est retranscrite ici dans une version adaptée
au probleme traité avec deux multiplicateurs de Lagrangep(et ).

Démonstration. Soit (u; ;p; )2 Viu) T X T un point-de-selle deL,
alors par dé nition :
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8(v; ;q; )2V ) T X T
L(u; ;9;) L (u; ;p; ) L (v;ip; ) (1.14)

De l'inégalité de gauche del(14), on a:

8(g; )2X T,
z z z z
(2D (u) ) dx g div u dx (2D (u) ) dx p div u dx;

Soit encore
Z Z

( ) : (2D (u) ydx+ (p gdivudx O; 8(g; )2X T :

En appliquant cette inégalité avec = +2D(u) etqg=p div u, on obtient
=2D(u) etdivu =0, autrementditu 2 K (u ). En appliquant ces deux relations,
I'inégalité de droite donne :

J(u) L (v;;ip ) 8(vi)2V(u) T:
En particulier, pour v 2 K(u ) et = D(v), on obtient :
Ju) J (v):
ce qui prouve queu est solution du probleme (Q). ]

Une diculté est apparue avec l'utilisation gu Lagrangien, L a une dépendance

principalement linéaire env. Seul le termeE jvj?dx est quadratique mais il tend

a étre proche de zéro dans la pratique car la valeurest directement liee au pas de
temps de la discrétisation, qui peut méme étre nulle si I'on étudie des problémes
en régime stationnaire. Pour assurer un comportement quadratique et faciliter
la recherche des points-de-selles Heon dé ni pour r > 0, le Lagrangien augmenté :
Z
Li(vi 50; )= L(v g )+ 5 j2D(v) 2o

Il est ainsi possible de trouver les points-de-selle dlg qui coincident avec ceux de
L d'aprés le résultat suivant :

Théoréme 1.8.3. Si(u; ;p; ) estun point-de-selled& surV(u) T X T,
alors c'est également un point-de-selle dg pour tout r > 0, et inversement.

Ce théoreme est lui aussi démontré dan&lo84, chap. 6] dans le cadre général pour
un multiplicateur de Lagrange. Cette démonstration soulevant également des points
importants pour la compréhension, elle gure ici dans dans une version adaptée avec
deux multiplicateurs de Lagrange.
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Démonstration.
i) On suppose quegu; ;p; ) est un point-de-selle de_, soit (v; ;q; ) 2 V(u )
T X T tel que

L(u; 595 ) L (us 5ps ) Lo(vssps )
On a vu dans ce cas que = 2D(u). Ainsi L(u; ;q9; ) = L.(u; ;q; ) et

L(u; ;p; )= Li(u; ;p; ). De plus, par construction deL,, on aL(v; ;p; )
L.(v; ;p; ). Finalement,

Le(u; 5o ) Loo(us sps ) Loo(vs sps )
autrement dit (u; ;q; ) est un point-de-selle dd.,.
ii) Montrons la réciproque, on suppose maintenant qu@i; ;p; ) est un point-de-
selle deL,, alors
8(vi ;q; )2V ) T X T,
Le(u; 505 ) Loo(us 5ps ) Loovs sp; )

De l'inégalité de gauche, on en déduit comme nous l'avions fait pour dans la
preuve du théorémel.8.2que = 2D(u) et donc immédiatement que

8(q; )2X T L(u; ;g5 ) L (u; 5p;)
De l'inégalité de droite générale, on écrit les deux cas particuliers on I'on maximise
que par une seule variable :

Le(u; 5ps ) Loolvs 5ps ) (1.15a)

Le(u; 5ps ) Loo(u; 5p; ) (1.15b)
Appliquons la premiére inégalité {.159 avecv = u + t(w u), avecO<t 1:

z
Gu+tw wu)) G(u) t pdv(w u)dx+ % (2D (w) 2D (u)) dx
Z

+ %tz 2D(w) 2D(U)jZdx 0 8w2V(u):

qui par convexité deG donne :
Z ¢ Z
t(G(w) G(u)) t pdiv(w u)dx+ > :(2D(w) 2D(u)) dx

oz (1.16)
+§t2 j2D(w) 2D(uw)j*dx 0, 8w 2 V(u):

En divisant par t (1.16 puis en faisant tendret vers 0, on obtient :
Z

G(w) G(u) pdiv (w u) dx+% :(2D(w) 2D(u))dx O; 8w 2 V(u):
(2.17)
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De la méme maniére en appliquant l'inégalité1(15H avec = + t( ), avec
0<t 1, on obtient par convexité deF :
Z
1
F() F() > ( )dx O, 8 2T: (1.18)

En additionnant les deux inégalités 1.17) et (1.18, on obtient nalement

L(u; 5p; ) L (w; 5p; ) (w; )2V(u) T

Le probléme sur le Lagrangien augmenté s'écrit maintenant :

(u; ;p; )= arginf sup  L¢(v; ;q; )

(vi)2V(u ) T (q;)2X T

Une facon simple de résoudre ce probleme de point-de-selle est d'écrire un algorithme
de descente a pas xe (Uzawa) pour minimiser la fonctionnelle duale :

J ()= inf supL(v; ;q; )

(vi)2V(u ) T g2Xx
On obtient
Algorithme 1.8.1 (Uzawa).
initialisation (k=0) : ¢ donné

boucle Uzawa (k 1): ¢ 1 connu
étape 1 :calculer

(U; ko) = arginf  supL,(v; ;d; « 1)
(v;)2V(u ) T 092X

étape 2 :0On calcule ¢ en descendant dans la direction opposée au gradient de

k= k1t (2D(u) )
ou estle pas de descente.
On peut découpler en deux parties la premiere étape de I'algorithme et calculer tout
d'abord (ug; px) et ensuite . Cette variante s'écrit :
Algorithme 1.8.2  (Fortin-Glowinski, forme abstraite).
initialisation (k=0): et o donnés

boucle Uzawa relaxé (k 1): x 1 et g 1 connus
étape 1 :calculer

(ug;pk) = arg inf supL.(v; « 1;0; k 1)
v2V(u ) 92X
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étape 2 :calculer
k= arginfL, (U ;P « 1)
2T

étape 3 :calculer :
k= k1t (2D(uk) )

Regardons en détail les étapes 1 et 2 de l'algorithnie8.2 Le LagrangienL, est
di érentiable par rapport u et p si bien que la premiére étape s'écrit encore :

%(Uk; Kk PGk 1):(v) =05 8v2V(0)

%rp(uk; k 1P k 1):(a)=0; 892X

En développantL, on a:

Z Z rZ Z
. . . - - .2 - .1+n . .2 . .
Leuispi ) = 5 Judxt g0 0 dfgé jitdx+ o jjdx
F u dx divudx+ = (2D (u dx
i pdvudc+ s @MW) )
+r D(@u):D(u)dx r : D(u) dx
On obtient alors :
a Z Z Z
“(u; :p; )iv) = uwvdx+2r D(u):D(v) dx div v dx
@( p; ):(v) . ()Z() p
z ( r ):D(v) dx F v dx
@N .
u; :p; ): = div u dx
@p( p; ):(0) q

On constate que la premiere étape se ramene a la résolution d'un probléeme de
Stokes :

(S)k : trouver (ux;pk) 2 V(u ) X tel que:
z Z Z
Ug:v dx+2r  D(ug): D(v) dx . px div vdx

I 1(v); 8v 2V(0),

g div uy dx 0; 892X
ou on a poseé :
z z
I 1(v) = F v dx (k1 Tk 1):D(v)dx
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La résolution de ce sous-probléme est completement standard.

La seconde étape de l'algorithme qui consiste a minimiser le Lagrangiep par
rapport a la variable est plus complexe cat., n'est pas di érentiable en mais
peut s'écrire point par point presque pour toutx 2 xé :

k(X)=argminJ()
2S3(R)

ou on a posé, pour tout 2 S3(R) :

K ..1+n+£. 2 :
- DR B R
k 1(X) + 12D (uk)(x)

Remarquons quel est convexe et donc ce probléme de minimisation dags(R)
admet une solution unique. Ce probléeme de minimisation peut étre résolue a l'aide
du sous-di érentiel, voir [Sar13h p. 47]. Pour tout 2 S3(R), le sous-di érentiel

@J ) est:

J()

8

< _ﬁ--1+n [ 0o (X)
@‘a):.f—zjj +2+2jj —295| 60,

"f 2S3R);jj o9 sinon.

Le minimum deJ est caractérisé paf2 @J ). En recherchant 6 0 on obtient :

Kjj*" +r + oj—-:

Soit encore, en passant en valeur absolue :

Kij"+riji=jiij o
On tire de cette équation une condition nécessaire pour avoir I'existence d'un mini-
mum 60 :j | o. Posons

n’r,K():Kn+r, 82R+

Puisque .k est strictement croissante d&R™ dansR™, elle est inversible et notons
nrk = n;rl;K sont inverse. Pourn = 1 on a explicitement 1.« ( )= =(K + 7).
Dans le cas générah 2 R, on peut calculer e cacement par une méthode de
Newton. Remarquons que .k (0) =0 etdonc ..k (0)=0. Ainsi,sij j< o, 0N

a =0 sinon, sij j 0, ONa:

J 1= ek (] 0)
D'autre part, les matrices et sont proportionnelles :

Kjij™r+r+ -2

J ]
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Ces deux matrices ont donc méme directionj:—j = T d'ou I'expression du mini-
mum deJ, noté Pn..x. ()

nrk (] o)j—j sij j> o

= Park; o )=
ko 0 sinon.

(1.19)
Finalement, la seconde étape est un calcul simple semi-explicite point par point qui
s'écrit :

kK(X) = Prrk: o ( k 2(X)+ 12D (Uk)(x)); p-px2

Algorithme 1.8.3  (Fortin-Glowinski, forme concréete)

initialisation (k=0): (et o donnés
boucle Uzawa relaxé (k 1): ¢ et y ;1 connus

étape 1 :trouver (Ux;pk) 2 V(u ) X , solution du probléme de Stokes :
Z Z Z

ug:v dx+2r  D(ug): D(v) dx . px div v dx Ik 1(v); 8v 2 V(0);

g div uy dx 0; 892 L?() ;

ou on a posé :
Z z

e 1(v) = F v dx (k1 g a):D(v)dx

étape 2 :calculer
K(X) = Prrk; o (k 2(X)+ r2D(u)(x));  p-px2
étape 3 :calculer :
k= k1t (@D(uk) )

Dans la pratique, un bon critere de convergence pour l'algorithme est le contrdle de
la norme de la contrainte :jj « 2D (Uw)jjs(y 3 2 <", ou 1 est une certaine
tolérance.

1.8.3 Reésultats de convergence

La convergence de l'algorithmel.8.3 est démontré dansFG83, p. 123] et [GLT87,
p. 85] au travers du théoreme suivant :

Théoréme 1.8.4. Sous I'hypothése :
1+ 5
2

I

on a les convergences .
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ug ! u fortement dansV(u ),
K ! fortement dansT,
K+l ! 0 fortement dansT .

Il est également suggéré dans-G83, p. 127] et [GLT87, p. 89] qu'un bon choix
pour le parametre est de le choisir comme étant le parametre d'augmentation :
= r> 0. On respecte bien I'hypothése du théoréme de convergence.

1.9 Approximation en espace

L'algorithme 1.8.3fait apparaitre clairement quatre champs a approximeru; p;

et . Lors de la discrétisation du probleme, il faut donc choisir des éléments nis
compatibles entre eux. Il faut également faire en sorte que la solution approchée
obtenue ne dépende pas du choix du paramétre d'augmentationdu lagrangien
augmenté.

SoientA et B les fonctionnelles dé nies comme :

Z Z 7
A(u; ;v; )= u:v dx + r ( 2D (u)) : ( 2D (v)) dx + ﬁ i dx
2 2
Z z
:(2D(v) ) dx p div v dx:

NI =

B(v; ;;p)

Avec ces notations, le lemmel.8.1 permet de caractériser les points-de-selle
(u; ;p; ) deL, comme solution du probleme variationnel suivant :

(FV1), :trouver (u; ;p; )2V(u ) T X T telque:

8(v; ;g;)2V(u) T X T;
8 Z
SPC)Y T+ AU v )+ B(v; ;5 P) Fiv dx;

" B(u; ;;q)=0:

Soient les espaces espaces de dimension nie :

Wh  WE() 3
Vi = V(U )\ Wy;
Dnh T,

Th T

Qn X :

La version en dimension nie de l'inéquation variationnelle s'obtient en remplacant
les espaces par leur homologue de dimension nie :
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(FVl)h . trouver (Uh; hs Ph; h) 2 W Dy Qh Th tel que :

8(v; ;d; )2V Dn Qn Ty
8 Z
<J( ) JCn)+ A(un; nv; h)+ B(v; hi h;Pn) F:v dx;

" B(Un; ;;q)=0:

Le choix des espaces de discrétisation est délicat et on suit ici la démarche présentée
dans RS0J3. Le choix le plus naturel est d'approximer les tenseurset avec les
mémes éléments, en choisissadt, = Ty. BienqueD,, T etT, T soienta priori
des sous-ensembles d'espaces fonctionnels di érents, I'hypothesborné implique
gue la mesure de au sens de Lebesgue est nie, ainsi, la suite des espacks)
est décroissante au sens de l'inclusion. En particulier, comme 2 ets 2, on
aT T, avec égalité lorsques = s = 2. Il est donc bien possible de choisir les
espaced, et Ty tels queDy, = T,. Ce choix nous améne a;, = 2Ry (D (up)), ou
Ry est la projectionL? de T sur Ty, dé nie pour tout 2 S3(L?()) par:
Z Z
Rhn 2Thet (Ry): dx= codx; 8 2 Ty

Pour (=0 etn =1, le probléme est réeduit a un probléme linéaire qui correspond
a la théorie des éléments nis mixtes développée danEB91]. Dans ce cas,
h = 2KR(D(uy)), et on obtient le probléme elliptique suivant :

(S)n : trouver (un;pn) 2 Vi Qn tel que :

8(via) 2 Vh  Qn;

8 Z Z z

% Up:v dx+2K  RyD(up):D(v) dx+2r (I  Rp)D(up): D(v) dx
Z Z
pn div v dx = F:v dx;

; z

On voit clairement que lorsqueRry, 6 |, i.e., lorsqueT, 6 D(W,), la solution discréte

du problemeuy, dépend du paramétre numérique > 0 de la méthode du Lagrangien
augmenté. Cette dépendance est indésirable. Une condition nécessaire et su sante
pour que la solutionuy, de (FV 1), soit indépendante de est donnée par :

gdivu,dx=0:

Th = D(Wh):

Dans ce cas, le probleme (§)est réduit a un probleme de Stokes classique.
Beaucoup de couples d'espad@Vy; Qn) acceptables pour résoudre ce probleme
se trouvent dans FB91]. Dans ce manuscrit, nous choisirons les éléments nis de
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u: P-0° ocety : PL—C7! p: PL—C°
Figure 1.7 Eléments nis utilisés pour I'approximation

Taylor-Hood.

Soit T un maillage triangulaire de et soit , l'approximation de obtenue par le
maillage. Le choix de Taylor-Hood consiste a choisir pod, I'espace des fonctions
continues sur , et polynomiales de degré 2 sur chaque élément du maillage,
notée (P, CP9), pour Q, I'espace des fonctions continues et linéaires sur chaque
élément du maillage, notégP; C°) et pour Dy = T, = D(W,), l'espace des
fonctions discontinues et linéaires sur chaque élément du maillagey, C 1). La
gure 1.7 donne une représentation des éléments nis utilisés pour I'approximation.
Il est montré dans Roq9q que la forme discréte du probleme (FV})admet une
solution unique.

1.10 Le probleme de la cavité entrainée

1.10.1 Formulation du probleme

On considere le probléme d'un écoulement d'Herschel-Bulkley dans une cavité
entrainée =]0 ;L[?, L> 0. Le probléme s'écrit :

trouver ; u etpdénisdans]O;T[ tels que:

= Kj2D(u)j *"2D(u)+ opgir Sij2D(u)j 6 0;

i o sinon,

@t+(u:r )u dv +rp =0 dans]O; T[ ;

@
dvu = 0 dans]O; T[ ;
(U;0) sur]O;T[  top;

sur ]0; T[ left [ right [ bottom
sur
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ou U > 0 et ou nous dé nissions les frontieres comme :
top :]O;L[f Lg; left = ng ]O;L[; right = ng ]O;L[ et bottom :]O;L[f Og:

Celles-ci sont représentées sur la gure.8.

I‘lA
Ftop
u = (U,0)
o o
F1eft I Q Il I‘right

= =}
u=20
Phottom $>O

Figure 1.8 Domaine du probléme et conditions aux limites.

Ecrivons un probléme équivalent sans dimension. Prenons comme vitesse représen-
tative U et comme contrainte représentative= K (U=L)" = P a partir des change-
ments d'inconnues :

Xo=L¥p; Xy =L¥;u=Ue; =~;,p=Pp; T= T
Le systéme se réduit a un probléme sur=]0 ;1[> avec seulement trois parameétres
L " Ln
n, le nombre de BinghamBi = -2 — et le nombre de ReynoldRe = .
g K U y KUn 1

Comme il n'y a plus d'ambiguité, on omet les tildes :

trouver ; u etpdénisdans]O;T[ tels que:

_ . .14 . 2D .. . .
= j2D(u)j **"2D(u)+ Biggas:  Sij2D(u)j 8 0;
j ] Bi sinon,

Re @t+(u:r )u dv +rp =20 dans]O; T[ ;

@
dvu = 0 dans]O; T[ ;
u = (1;0) sur]O;T[ top;
u =20 sur]O; Tl jert [ right [ bottom ;
ut=0) = 0 sur

On s'intéressera uniquement aux solutions du probleme stationnaire. Sur les exem-
ples ouRe = 0, le probléme stationnaire est directement résolu. LorsquRe 6 0, les
solutions stationnaires seront obtenues a convergence de l'algorithniex(1).
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1.10.2 Adaptation de maillage

A n d'améliorer la précision des calculs par éléments nis et de limiter le colt des
calculs numériques, nous allons utiliser une méthode d'adaptation de maillage. Le
probléeme de la cavité entrainée étant résolue en 2D, nous utiliserons le générateur
de maillage bidimensionnel anisotropBAMG (voir [Hec98 BGH™ 97]). Nous rap-
pelons ici le principe de fonctionnement de ce générateur. Sbi un maillage initial
et ( o; Uo; po) la solution du probléme (FV1), obtenue par l'algorithme de Lagrang-
ien augmenté associé au maillagey. Selon PVMZ87] on choisit un champ physique

' o comme critére d'adaptation bien approprié au probléeme, dé ni a partir de la so-
lution ( o;Uo; po). Le critére d'adaptation' o est approximé par une fonction o
continue sur le domaine maillé o, linéaire sur chaque triangleK du maillage T .
L'erreur d'interpolation dans une direction unitaired 2 R? est estimée par :

acd = h2.4 % © dansK:
ou hg.4 est la longueur deK dans la directiond,
@l
@20 = d"Hgnd
et Hon représente l'approximation linéaire par élément de la matrice hessienne de
"oSurTy 0 1
@0 @ o
H( o) = %@?{ @.X@ﬁ:
(=g, @,
@x@y @y

La matrice hessienne discréte est obtenue depulig, en calculant d'abord le gradient
discret go.n, continu et linéaire par morceaux, depuis la formulation variationnelle :
Z Z
Joh:Vh OX = r ' oh:Vp dx;
0 0
ou vy, est un vecteur continu, linéaire par morceaux. Ensuitéil o, est obtenue par

la formulation variationnelle :
Z Z

Hon: n dx = D(do:n) : Vh dx;
0 0

ou ;, est un tenseur continu linéaire par morceaux.
L'objectif de I'adaptation de maillage est de répartir équitablement I'erreur d'inter-
polation de' o, de la rendre constante sur chaque triangle du maillage et dans toutes
les directions (voir Mal90]). Notons ; et , les valeurs propres délo et d; et d;
les vecteurs propres correspondants :

@ o _ ot @ o_ .

- 1 - 2
@3
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L'erreur ex. 4 est indépendante del et de K lorsqueex.q, = €x:q,, i-€. quand
hial 1= hgai 2l = co; 8K 2 Thy;

ou ¢p > 0 est une constante indépendante d .

La matrice hessienneH, est supposée connue sur chaque triangke et non-
singuliere i.e. ; et , non nuls. La constantec, étant donnée, on souhaite construire
des triangles de longueuh; dans la directiond; avec

Un tel triangle n'a pas de direction privilégiée dans une métrique pour laquelle les
deux vecteursh;d;; i = 1;2, ont la méme norme. Ainsi on introduit la métrique
M (" o) de méme direction propre quéd, et de valeurs propreg ij etj ,j. M est
symeétrique et dé nie positive car lesj jj sont non nuls. La norme qu'elle induit
veri e q

khidikw = hi dTM( odi = P& i=1;2
Ainsi, un maillage isotrope de I'espace métrique associéVa(' o) est un maillage
étiré dans I'espace euclidien, d'un facteun; dans la directiond;.
Il reste a choisir le critére d'adaptation' (. Plusieurs expériences de simulation
concernant les écoulements de Bingham (voiSIR01, RSO3 RMS0(Q) ont montré
gu'un bon choix est la racine carrée de I'énergie dissipative :

1=2

o=( D)= j2D (ug)i™* +  0j2D (uo)]

1+n
La matrice hessienne est singuliére au voisinage de la frontiére des zones rigides car
les vitesses d'écoulement d'un uide d'Herschel-Bulkley ne sont généralement pas
dans W3s() . Ainsi, le générateur de maillage est forcé de ra ner les mailles la
ou la précision est attendue. La résolution d'un probleme utilisant I'adaptation de
maillage se fait par un processus itératif en trois étapes :

1. Résoudre le probleme sur le maillage initial o avec I'algorithme du Lagrangien
augmenté. Soitug la solution correspondant au maillagf .

2. Evaluer ', = 1*+<—nj2D(u0)j”+l + 0j2D (up)j 2 e critere d'adaptation. Ce
champ fait ressortir les régions ou les variations de la solution sont importantes.

3. Utiliser le générateur de maillage qui a partir dé o sur le maillageT o génere un
nouveau maillageT ; qui aura des mailles resserrées au niveau des régions de fortes
variations de la solution.

On répéte ensuite ce procédé sur le maillade, et ainsi de suite, jusqu'a obtenir la
précision voulue, en particulier lorsque la frontiére entre les zones rigides et cisaillées
devient lisse et réguliere. Dans son utilisation, il faut préciser au mailleur certaines
restrictions pour limiter le ra nement, sans quoi, le nombre d'éléments tendrait vers
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I'in ni. Il faut imposer une limite. Nous choisirons de limiter la longueur minimale
que peut avoir une arréte du maillage, avec dans la pratique,, = 10 ° qui donne
une maillage trés précis pour un temps de calcul raisonnable sur le probleme de la
cavité.

1.10.3 Calcul de la vorticité

Il est intéressant de visualiser les lignes de courants qui donnent une bonne vision
du champ des vitesses de I'écoulement. Pour calculer la fonction de courant (voir
sous-section suivantel.10.9, il faut au préalable calculer la vorticité puisqu'elle
intervient dans le calcul de la fonction de courant.

Lorsque la dimension du problemd = 2, nous dé nissons (voir GR86, p. 30]) pour
toute distribution etv :

_ Gy oy .
ot = @y @x '

_ @y @y
rotv= @X @X

Soit u la solution du probleme d'Herschel-Bulkley (P1). Lavorticité est dé nie
par :
I = rot u:

Rappelons que le champ des vitesses est approximée dans l'espace des polynédmes
guadratiques par morceaux, la vorticité sera donc discrétisée dans l'espace des fonc-
tions discontinues, linéaire par morceaukP; C 1) :

Yo=f 2L%); jk 2Py 8K 2Tho

La formulation variationnelle du probleme discret est alors :
z z

'n 2 Yi, I, dx= rot u, dx; 8 2 Yq:

h h

1.10.4 Calcul de la fonction de courant

La fonction de courant permet l'observation du champ des vitesses de I'écoulement,
puisque les vecteurs vitesse sont tous tangents a la fonction de courant. Lorsque
d = 2, la fonction de courant est un champ scalaire qui satisfait (voir GR86,

p. 88]) :rot = u. De lidentité :

rot rot =

nous obtenons, pour le probléme de cavité entrainée, la caractérisation suivante de

=1 dans ;
=0 sur@:
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On discrétisera la fonction de courant avec des élémerf’s C° comme pour le
champ de vitessal. On cherchera |, dans I'espace de dimension nie

Von = f 2 Wg(); ik 2 Py 8K 2 Tha:

1.10.5 Résultats numériques

Nous présentons les résultats de simulation obtenus pour le probléme de la cavité
entrainée. Les calculs ont été e ectués a l'aide de la librairie éléments nis C++
Rhéolef Barl34. Cette librairie intégre la méthode des éléments nis, la méthode
des caractéristiques a l'ordre 1 et a I'ordre 2 ainsi que les outils d'adaptation de
maillage deBAMG [Hec9§. En dimension 2, la résolution des systemes linéaires
est faite par une méthode directe de factorisation LDL La résolution de Stokes
proposée par Rhéolef est documentée dar&af13h chap. 1]. En dimension 2, le
solveur e ectue une méthode directe.

Le probléeme de la cavité entrainé est un benchmark au départ trés utilisé
pour les uides newtoniens. Il est aussi activement utilisé pour les uides de
Bingham, voir [MZ01, dSFNdSM11 SGA14 avec une méthode de régularisation
et [FG83,GW11,VBL03,ZhalQ Murl4] avec la méthode du Lagrangien augmente.

La gure 1.9 présente la converge de la norme de résidu du Lagrangien augmenté
en fonction des itérations. L'exempldi = 2 est choisi. On constate que I'utilisation
d'un parametre du Lagrangien augmenté qui croit de facon géomeétrique change
dramatiquement le type de converge. Lorsque est xé (dans lI'exemple = 10),

la convergence atteint un régime linéaire en échelle log-log ( .9 (a)), autrement

dit, la norme du résidue, du Lagrangien augmenté suit une loi de typeeg, = k ©

ou ¢; est une constante positive. C'est une convergence assez lente. Dans I'exemple
¢ 1, autrement dit, pour gagner une décimale dans la précision, il faut multiplier
par 10 le nombre d'itérations a e ectuer et il devient trés colteux d'avoir une
précision signi cative avec ce type de convergence. A l'inverse, nous observons que
lorsque le parameétre du Lagrangien augmenté croit de facon géométrique (dans
I'exemple ry.; = 1:01rg et ro = 10), la convergence atteint un régime linéaire
en échelle semi-logarithmique ( g.1.9 (b)), autrement dit, la norme du résidu e

suit une loi de type :e = e %K ol ¢, est une constante positive. La convergence
passe d'une décroissante inversement proportionnelle au nombre d'itérations a une
décroissance exponentielle. On peut ainsi obtenir une grande précision sur le résidu
pour un temps de calcul bien plus raisonnable.
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(a) (b)
1 x o 1 x 10
r = —_— r= —_—
S Meer = 1:01ry Mker = 1:01ry
~ 10 2 \\ ~ 10 2 \\
= 104 ! = 10 “\
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S \ S —_—
AN AN
10 © \ 10 ©
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10 16 168 100 10 0 200 400 600 800 10
nb. d'iter. du lagrangien augmenek nb. d'iter. du lagrangien augmenek
Figure 1.9 Convergence du résidu de l'algorithme du Lagrangien augmenté

sur le probleme de la cavité aveBi = 2. (a) Convergence en échelle log-log; (b)
Convergence en échelle semi-log.

La gure 1.10montre la convergence du résidu au fur et & mesure des itérations du
cycle d'adaptation de maillage. On constate que l'adaptation de maillage ne modi e
pas énormément le temps de calcul car la convergence initiale est la plus longue. Sur
les maillages adaptés, les convergences se font en moins d'itérations. En particulier,
lorsque I'on passe d'un maillage au suivant, on initialise le Lagrangien augmenté par
la derniere solution obtenue mais réinterpolée sur le nouveau maillage. On observe
ainsi que le résidu est déja bien diminué dés la premiere itération. Par ailleurs, le
fait de faitre croitre r de facon géométrique, peut induire, i, est trop grand, des
erreurs approximations importantes dues aux limites de la précision machine. Notre
statégie est de réinitialiser le parametre d'augmentation, ary a chaque adaptation
de maillage. Comme les convergences sont ensuite plus rapides, le parametsera
plus petit et ne posera plus de problemes sur la précision. Sur I'exemBle= 2, pour
une tolérance de convergence sur le résidude 10 8, un parameétre d'augmentation
initialisé a ro = 10, et un un facteur géométrie de 1.01, la valeur nale dg est de
I'ordre de 200 000 sur le maillage initial, elle n'est plus que de I'ordre de 400 sur les

maillages adapteés.
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l T T
maillage Initial
ieration 2 -
ieration 4
10 2 | ieration 6 1
ieration 8 -
1 ieration 10 -~
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ZD(Uk)jj(Lz()) 2 2

10 ©

i«

10 8

0 200 400 600 800 10
nb. d'iter. du lagrangien augmentek

Figure 1.10 Convergence en echelle semi-log du résidu au cours des itérations
du cycle d'adaptation de maillage sur le probléeme de la cavité avBé = 2.

Les gures 1.11 1.12montrent un cycle d'adaptation de maillage de 10 itérations
pour Bi = 50. Nous constatons que le critere d'adaptation choisi permet bien
d'obtenir un maillage trés précis au niveau de la frontiere de la zone rigide. Apres
un premier calcul sur le maillage initial, le contour de la zone rigide n'est pas
tres régulier et le nouveau maillage n'est pas encore trés localisé. Apres quelques
itérations du processus d'adaptation, le contour est rapidement net. Aprés 2-3
itérations, le maillage n'évolue presque plus, la di érence est rapidement imper-
ceptible a I'+il nu. Le cycle de 10 itérations permet de bien identi er les parties
sensibles des zones rigides, comme les coins et extrémités Les zones rigides sont
obtenues numeériquement par l'ensembléx 2 jj (X)j< o+ g La dé nition
mathématique des zones rigides correspond a= 0 mais du fait des erreurs en
O(hmin) sur les contraites induites par la discrétisation sur le maillage, les contours

sont tracés avec =10 °.
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(a) itération 2

(b) itération 10

Figure 1.12 Cycle d'adaptation de maillage pour le probléme de la cavité en-
trainée avecBi = 50. La colonne de gauche représente les maillages. La colonne de
droite représente les zones rigides (en couleur foncée), les zones déformées (en clair)
et les lignes de courant correspondants au maillage. (ay 2, card(T,) = 7430; (b)

k =10, card(T 1) = 13780.

Les gures1.13 1.14 1.15montrent les di érentes zones rigides et lignes de courant
obtenues en faisant varier le nombre de Binghami. Naturellement, on constate
gue plus le nombre de Bingham est grand et plus les zones rigides sont importantes.
Pour des faibles valeurs d8&i, on constate que les zones rigides sont constituées de
trois parties disjointes, voir1.13(a). Pour les autres valeurs d@i, les zones rigides
sont constituées de deux parties. Une partie occupe l'espace inférieur de la cavité
et remonte sur les c6tés. Cette partie étant en contact avec les parois de la cavité
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t sous le centre du vortex et

correspond a une zone rigide en rotation. Pour de grands nombres de Bingham, voir
1.14(b) et 1.15(a), les zones rigides occupent une trés grande proportion de la cavité.
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(a) Bi =50

(b) Bi =200

RS

Figure 1.14 Inuence du nombre de Bingham sur la zone rigide (en couleur
foncée) et sur les lignes de courants. Les résultats sont donnés aprés 10 adaptations
de maillage. (a)Bi = 50; card(T 19) = 13780; (b) Bi = 200; card(T 10) = 15166.
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(a) Bi =500

N

Figure 1.15 Inuence du nombre de Bingham sur la zone rigide (en couleur
foncée) et sur les lignes de courants. Les résultats sont donnés aprés 10 adaptations
de maillage. (a)Bi =500; card(T ;o) = 16917.

La gure 1.16 montre les di érentes zones rigides et lignes de courant obtenues en
faisant varier l'indice de puissancen pour un nombre de bingham xé a 20. Nous
observons qu'en augmentant l'indice, la taille des zones rigides diminue Iégérement.
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Figure 1.16

In uence de l'indice de puissancen sur la zone rigide (en couleur

foncée) et sur les lignes de courants poBii = 20 et : Les résultats sont donnés aprés
10 adaptations de maillage. (ap = 0:5; card(T 10) = 12669; (b) n =1; card(T 1) =
13970 (c) n = 1:5; card(T 10) = 12598.
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Les gures1.17 1.18 présentent les e ets de l'inertie sur I'état stationnaire de I'é-
coulement et sur les zones rigides. Le nombre de Reynolds est x&ka= 10° et
nous faisons varier le nombre de Bingham. Pour de faibles valeurs du nombre de
Bingham, voir 1.17 (a), I'e et inertiel est dominant. La zone rigide qui occupait la
partie inférieure de la cavité dans les exemples sans inertie a disparu et laisse place
a des recirculations de courant. Dans la circulation principale, la zone rigide est
divisée en plusieurs petites parties dont certaines ont une tres petite échelle L'image
1.19 montre plusieurs zooms e ectués autour de chacune des zones rigides. On ob-
serve que le maillage est trés ra né autour des ces zones. Etant donnée leur échelle,
I'utilisation de I'adaptation de maillage est indispensable pour pouvoir les observer.
De plus, certaines formes sont trés déformées dans une direction privilégiée (voir
les zoomsZ,, Z, et Z3 de la gure 1.19, et l'utilisation d'un maillage anisotrope

tel que le propose le mailleuBAMG permet d'obtenir un maillage optimal. Dans

les recirculations, on observe gu'une nouvelle zone rigide se forme autour du centre
des vortex secondaires ainsi que des petites zones rigides dans les trois coins que
constitue ces zones de recirculation, d'une forme triangulaire, (voir les zoo#s Zg

et Zg de la gure 1.19. La encore, on constate l'utilité d'utiliser de lI'adaptation de
maillage pour capturer des zones d'une si petite échelle. Sur les gures suivantes,
I'e et de seuil I'emporte sur l'inertie et I'on retrouve une zone rigide qui occupe les
coins inférieurs de la cavité (en deux parties powBi = 1, voir 1.17 (b) puis une
seule partie) et plus aucune recirculation. PouBi =1 (g. 1.17 (b)), en plus de
deux zones rigides situées dans les coins inférieurs de la cavité, il apparait plusieurs
zones rigides de petites échelles, comme pour le Bas= 0:1. Elles sont agrandient

sur la gure 1.2Q Pour Bi =10 (g. 1.18(a)) et Bi =100 (g. 1.18(b)), la zone
rigide située dans le vortex n'est plus divisée qu'en deux parties.
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Figure 1.18 Inuence du nombre de ReynoldsRe = 102 sur la zone rigide (en

couleur foncée) et sur les lignes de courants. Les résultats sont donn

10 adap-
card(T 1)

by

s

és aprés

100;

. (b) Bi

= 13873

card(T 1)

tations de maillage. (a)Bi = 10

16489



CHAPITRE 1. FLUIDES VISCOPLASTIQUES ISOTHERMES 71

: 0.8635
0.955 ‘

0.8625
0.95

0.8615

0.945("

0.9655 \ N

N N A BNPZAN 0.8605} /
00235 00245 00255 0.0265 0.055 0.06

| N T
0.065  0.07

0.72p
0.68} -
0.64(

0.6
a

0885/ S VT
0.06 0.065 0.07 0.075

0.6F
0.56( |

0.52;/,/ﬁ

0.2

0.1k

Figure 1.19 Agrandissements autour des di érentes zones rigides de I'état sta-
tionnaire pour Re = 10% et Bi = 0:1.
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Figure 1.20 Agrandissement autour des di érentes zones rigides de l'état sta-
tionnaire pour Re=10% et Bi = 1.

Une comparaison entre les résultats présents et de récentes parutions est présentée
sur la gure 1.21 Les contours bleus proviennent de Syrakos et aSGA14 qui
utilient une méthode de régularisation. Les contours rouges proviennent de Muravl-
eva Murl4] qui utilise une méthode du Lagrangien augmenté. On constate que les
résultats sont assez proches qualitativement, sur la gure21(a), Muravleva obtient
des recirculations similaires, et les principales zones rigides apparaissent également
mais avec un léger décalage. Les trés petites zones n'apparaissent pas. Cet exemple
n'est pas traité dans §GA14. Sur la gure 1.21 (b), les trois résultats présentés
sembles assez proches, les zones rigides en mouvement sont |légerement décalées et
leurs forment ne sont pas exactement identiques. Sur les gur&é21 (b) et (c), on
observe également quelques di érences sur les positions et formes des zones rigides.
Les di érences entre les résultats présentés peuvent provenir de di érente raison :

Le choix de la méthode, régularisation ou Lagrangien augmenté, les contours

obtenus par régularisation sont généralement plus lisses.

La discrétisation temporelle : Muravleva utilise une méthode de di érences nies

d'ordre 2 rétrograde (BDF2) et une méthode de projection pour résoudre sépare-

ment le probléme de convection. Le critere de convergence en temps n'est pas

précisé. Sur ce point la nos méthodes sont comparables et de méme ordre. Le

critere de convergence utilisé pour notre part sur la convergence en temps vers

I'état stationnaire est jj(%t)mjj(LZ)z = 2—1tjj3um AUm 1+ Un 2jzz <"1 pour

", =10 &,

La discrétisation en espace : Syrakos et al.utilise une méthode de volumes nis
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d'ordre 2 sur des grilles réguliéres de taille de 2040 x 2040 p&ir=1 et Bi =10

et de taille 512 x 512 pourBi = 100. Muravleva utilise un schéma centré de
di érences nies d'ordre 2 de type grilles décalées pour la résolution de la premiere
étape de la méthode la projection et une méthode d'ordre 3 pour la résolution
de I'équation de convection. Ses calculs sont e ectués sur un maillage uniforme
de taille h = 1=256 Le critere de convergence pour le Langrangien augmenté
utilisé par Muravleva estjj mx mk ity 2 <" avec" =10 3. Pour notre
part, le cycle d'adaptation de maillage nous permet d'e ectuer des calculs sur des
maillages dont la longueur minimale des arrétes est xéehg,,» = 10 °. Le critére
que nous utilisons esfj mkx 2D (Umxk)ij(L2)z 2 <" 2 avec”, = 10 8. Sur ce point

la, nos calculs semblent étre plus précis.
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(a) Bi =0:1 (b) Bi =1

(d) Bi =100
W 0
T

Y

%

Figure 1.21 Comparaison des zones rigides obtenues sur le probleme stationnaire
de la cavité, avedRe = 10% et : (a) Bi = 0:1; (b) Bi =1 (c) Bi =10 et (d) Bi = 100.

La zone en violet correspond aux calculs personnels, les contours bleus a Syrakos et
al. [SGA14 et les contours rouges a Muravlevavurl4].

1.11 Conclusion

Ce premier chapitre a permis d'étudier l'une des propriétés essentielles des coulées
de lave : une rhéologie non-newtonienne de type viscoplastique. Un ensemble d'algo-
rithmes a été proposé pour modéliser I'écoulement ces uides dans le cadre général.
Pour résumer, la méthode numérique proposée est construite sur trois boucles im-
briquées, une boucle pour lI'adaptation de maillage, une boucle de discrétisation en
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temps par un schéma BDF2 avec la méthode des caractéristiques, et en n une boucle
de Lagrangien augmenté pour la résolution des équations de Herschel-Bulkley. Les
résultats obtenus sur le probleme de la cavité sont en cohérence avec ceux disponibles
dans la littérature et apportent une bonne base de comparaison grace a leur préci-
sion numeérigue. Une autre propriété fondamentale dans la dynamique des coulées
de lave est la forte dépendance avec la température. Le chapitre suivant s'intéresse
a cette dépendance en intégrant au modele I'équation de la chaleur et des lois de
dépendances en température pour les parametres rhéologiques.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étendre le modele présenté dans le chapitre 1 en
intégrant les e ets thermiques au travers de I'équation de la chaleur et de lois
rhéologiques dépendantes de la température. D'une point de vue théorique, Duvaut
et Lions [DL72] ont étudié le probléme d'un champ de vitesse et de température
dans un uide de Bingham incompressible dont la viscosit§( ) dépend de la tem-
pérature. lls ont établi I'existence d'une solution faible pour le cas bidimensionnel.
Kato dans [Kat92] ni par résoudre le probleme d'existence et d'unicité dans le cas
tridimensionnel en supposant de plus que la contrainte seuil ) est dépendante
de la température. Sur le plan numérique, il existe peu de références qui traitent
du couplage entre les équations de viscoplasticité et I'équation de la chaleur. Nous
avons choisi de reprendre le probléme d'extraction de pétrole présenté par Vinay
et al. [VWAO5] car il fournit une bonne base de comparaison sur un probleme vis-
coplastiqgue non-isotherme.

2.2 Conservation d'énergie

Nous étudions dans ce chapitre I'écoulement d'un uide viscoplastiqgue incompress-
ible et nous allons considérer en plus des trois variablesu et p le champ scalaire de
température . Le premier principe de la thermodynamique exprime la conservation
de I'énergie, notéee : sa variation est égale au travail des forces plus les sources de
chaleur, notées :

%‘Fu re = :D(u) divg+r dans]oT[

Nous retrouvons ici le terme d'énergie de dissipation : D(u) induit par le travalil
des forces internes au uide qui agit comme terme source dans I'équation de
I'énergie. La grandeurq corresponds aux ux de chaleur par diusion etr aux
eventuelles autres sources de chaleur.

On obtient I'équation de la chaleur en utilisant le lien entre I'énergie et la tempéra-
ture : e= C, ou C, est lacapacité calorique et en utilisant la loi de Fourier :

g = kr ouk estle coecient de conductivité thermique . On e ectue ces
transformations dans I'équation de conservation de I'énergie, on obtient I'équation
de la chaleur :

Q@

Cop @t+ ur div(kr )= :D(u)+ r dans]O; T[

2.3 Probleme aux limites

Nous pouvons maintenant écrire un probleme complet d'un uide viscoplastique
non-isotherme incompressible. On complete les équations de conservation et
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I'équation constitutive par des conditions aux bords et initiales pour obtenir un
probleme a quatre inconnues. Pour faire simple, on considére ici des conditions de
type Dirichlet pour la vitesse et pour la température, mais les méthodes numériques
développées par la suite pourront étre adaptées facilement a des exemples spéci ques
faisant intervenir d'autres types de conditions aux frontieres comme des conditions
de Neumann ou de Robin. Le modéle d'un uide viscoplastique non-isotherme
incompressible est régit par le systeme d'équations suivant :

trouver le champ de vitessel, la pressionp, le tenseur des contraintes et la
température dans]0; T[  tels que :

( = K( ) i 1+n 2D (u) . . .
= j2D(u)j 7 "2D(u)+ o( ) sij2D(u)j 6 0;

j2D (u)j
b o() sinon,
%t+(u:r )u div. +r p=fdans]O;T[ ;
divu =0 dans]O; T[ ;
Cop %t+ ur div (kr ) :D(u)=0 dans]O; T[ ;
u=u sur]g;T[ @;
= sur]g;T[ @;

u(t=0) = uj,; dans ;
(t=0)= iy dans ;

ouu et sont des conditions aux bords données et,; et i, des conditions
initiales données.

La prise en compte de la variation de la température rend le probléme plus complexe
car de nombreux couplages apparaissent entre les diverses équations. L'équation de
la chaleur est directement couplée au champ de vitesses par le terme de transport
dans la dérivée totale ainsi qu'au tenseur des contraintes dans le terme source liée
a I'énergie de dissipation. Et inversement, nous considérons le probleme général
d'un uide dont la consistance et le seuil de contrainte sont dépendantes de la tem-
pérature, i.e.K = K( ) et = (). Nous ferons par contre I'nypothése que les
parametres physiques, C, et k sont des constantes indépendantes de la tempéra-
ture. Ces hypothéses sont plut6t bien respectées dans le cas de I'écoulement de laves
volcaniques.

2.4 Adimensionnement du probleme

Ce probleme faisant intervenir un nombre important de parameétres physiques, il est
préférable de travailler sous sa forme adimensionnée qui fait intervenir des nombres
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sans dimension en quantité inférieure et qui est facilement adaptable a di érentes
con gurations.

E ectuons l'adimensionnement dans le cadre général tridimensionnel. On note
une longueur caractéristique du domaine et on note :

Xj=Lx;1=1;23et = L~

ou lesx; sont les nouvelles variables sans dimension &t'ensemble des éléments de
adimensionnés pat.. De la méme maniére on pose :

u=Uu; p=Pp; =~;,t= tT= Tetf=Ff

ouU, P, , etF sontdes grandeurs caractéristiques du probléme. En l'absence
de terme source, la température est nécessairement comprise entreet o. Dans
nos exemples, on étudiera principalement des problémes de refroidissement, c'est
a dire lorsque o > . On choisit alors d'adimensionner la température par =

+( o )~. La température sans dimension est alors principalement comprise
entre 0 et 1, elle peut éventuellement dépasser 1 par le terme source de dissipation
visqueuse. On peut également adimensionner les lois de consistance et de contrainte
seuil par leur valeur en = :

K()= KoK();

o )= o00(Y):

ou Ky et oo sontdonnées et vérientK ( int) = Koet (init) = oo

Pour adimensionner les équations, on introduit des nombres sans dimension et on
donne des relations entre les di érentes grandeurs caractéristiques du probléme.
Pour adimensionner la loi de comportement, on poses Ky % " et on introduit

le nombre de Bingham

ool " .

KoUn'

Par ce changement de variable, la loi de comportement devient

Bi_ﬁ:

(. K ()i2D(&)j 2D () + Bi ~()2®).  sij2D(w)j 6 0;

j2D ()]
i~ Bi —(9) sinon.
En posantP = = LF, en choisissant = L=U et en introduisant le nombre de
Reynolds
u? L"
Re = = :
KQU” 2
I'équation de conservation de la quantité de mouvement s'écrit :
)

Re — +(w:M)u div ~+rp=r1
a (wr) 54
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L'équation de conservation de la masse reste inchangée :
dive=0
En n, on dé nit le nombre de Péclet

C,UL
K

Pe=

et le nombre de Brinkman
_ LU _ U™ K, _
K( init ) K( init L 1

L'équation de la chaleur devient

Br

@ ——

Pe @+u =~ Br(~:D(u))=0

On obtient nalement de toutes ces formules et relations le probléeme sans dimension
suivant :

trouver &, p; ~ et “dans]O; T[ ~ tels que :

( S . o
~= K()j2D ()] *"2D(t) + Bi ~(Izpy  S1i2D(4)j 6 0;

i~ Bi —(9) sinon,

Re %Hu:f‘)u div ~+ rp= fdans]O; T ~;

| div e =0 dans]O; T —;

Pe —+u r~ ~~ Br(~:D(#)=0 dans]O;T[ ~;

99

o= sSurl0;T][ @;

=0 surlO;T] @
#(t=0) = iy dans ~;
t=0)=1 dans~:

Par la suite, sauf en cas d'ambiguité, nous omettrons le tilde sur les variables sans
dimension a n d'alléger I'écriture mathématique.

2.4.1 Approximation en temps

Comme pour le probleme isotherme, nous allons utiliser un algorithme de Lagrangien
augmenté, adapté au cas non-isotherme. Il faut au préalable discrétiser les termes de
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dérivée totale. Rappelons que l'intervall¢0; T] est partitionné enM sous-intervalles
[tmitm+r], 00ty =m tt 0 m M et t= T=M estle pas de temps. Nous
pouvons ainsi utiliser la méthode des caractéristiques a l'ordre 2 présenté dans la
section 1.5 du chapitre 1 a n discrétiser le terme d'inertie dans la conservation du
mouvement et le terme de transport dans I'équation de la chaleur :

(Z_l:(tmﬂ;x): 3u(tm+1;X) 4u(tm;X2m()t())+ U(tm 1;Xm 1(x)) + O tz);
%(tmﬂ_;X): 3 (tm+1;X) 4 (tm,xrz'n():))"' (tm 1;Xm l(X)) + O( tZ):

Nous pouvons ainsi construire par récurrence les suiteSn)o m M, (Um) 1. m ™M
(Pm)omm € (m) 1mm OU m(X) (tm;X), Um(X)  U(tm;X), Pm(X)
p(tm; Xx) et nm(x) (tm; X) sont respectivement des approximations des contraintes,
de la vitesse, de la pression et de la température :

Algorithme 2.4.1 (schéma BDF2 - version non-isotherme)

initialisation (M= 1;0: U ;= Ug:= Uiy €& 1= o=1 donnés
boucle en temps (m 0): Uy 1, Un, m 1 €t o, €tant connus, trouver g,
Um+1, Pm+1 €1 m+1 dans tels que

8
. - . 2D (U . .
me1 = K( m+1)j2D(Ums1)j Y "2D(Um+1) + Bi o m+1)M Sij2D(Um+1)j € O;
_ j2D(Um+1)]
") om+1] Bi oo m+1) sinon,
R . 4R
g—fumﬂ div. mer + 1 Pmsr = f+ z_fum Xm
Re )
ﬂum 1 Xm 1 dans ;
divunsgg = 0 dans ;
3Pe 4Pe
— T m+l m+1 Br( ms1 :D(Um+1)) = =— m Xnm
2t 2
Pe
S ml Xm 1 dans ;
Un+1 = U (tm+1) sur @ ;
mea1 = 0 sur@ :

Notons qu'il n'est pas nécessaire pour cette algorithme d'initialiser et p.

2.4.2 Méthode du Lagrangien augmenté en non-isotherme

Nous allons adapter la méthode du Lagrangien augmenté présenté dans la section
1.8 du chapitre 1 au cas d'un écoulement non-isotherme. Considérons le probleme :
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(P2) : trouver ; u; pet dénisdans tels que :

8
< = AQIDW] D)+ BO). E ; i j2D (u)j 6 0;

“j) B() sinon,
iu div +rp = F dans ;

dvu = 0 dans ;

2 Br( :D(u)) = g dans ;

u = u sur@;

=0 sur @ :

ou ; , sont des constantes positived; un champ vectoriel donnég un champ
scalaire donné etA et B deux fonctions deR dansR+.
L'algorithme 2.4.1 est une succession de problemes de cette forme, avec

3Re 3Pe 4Re Re
_ - °Xrc = + — —
1 e 2 t 2 Pe2 t, F f 2 tUm Xm 5 tum 1 Xm 1
g:ﬂm X'm > m1t Xm 1, AC)=K()etB()=Bi of).

Pour un champ scalaires donnée, notons (P(s)) le probleme :

(P1(s)) : trouver ; u et pdénis dans tels que :

8 2D (u)

= A(s)j2D(u)j ¥*"2D(u) + B(s)- 2D ()] si j2D(u)j 8 0O;
: i B(s) sinon,
iu div +rp = F dans ;
dvu = 0 dans ;
u = u sur@:

Pour un champ de vitesser et un champ tensoriel donnés, notons (Ev; )) le
probléme :

(E(v; )) : trouver dé nis dans tel que :

2 = Br( :D(v))+ g dans ;
=0 sur @ :

Avec ces notations, on a naturellement qué; u;p; ) est une solution du probleme
(P2) si et seulement si, simultanément( ; u;p) est solution de (P1 )) et est
solution de (Eu; )). A donné, la résolution d'un probléme de la forme (1))
est possible en utilisant I'algorithme du Lagrangien augment&.8.3 du chapitre 1.
Il sut de l'appliquer en remplacant par ., K par A( ) et o par B( ). Notons
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qgue l'on remplaceK et o par des champs scalaire&( ) et B( ) puisque = (X).
Cela ne pause aucun probleme car tout le développement fait dans la sectio@
du chapitre 1 pour aboutir a l'algorithme 1.8.3 est tout a fait généralisable lorsque
K = K(X) et g = o(x). De méme, au et  xés, la résolution de I'équation
(E(v; )) est classique car c'est une équation linéaire elliptique. Le terme D(v)
engendre tout de méme des di cultés car suivant sa régularité, il peut ne pas y avoir
de solution a I'équation elliptique. On propose un algorithme de type point xe pour
résoudre successivement et de maniére découplée un probléme de la formé JP1
et un probléme de la forme (Ev; )) :

Algorithme 2.4.2  (Algorithme du point xe - forme abstraite).
initialisation (i =0) : o donné
boucle point xe (i 0): ; ; connu
étape 1 :trouver u;, p; et ; dénis sur  solution du probléeme
(P1( i 1).

étape 2 :trouver ; dé ni sur  solution du problemgE(u;; ;)).

L'algorithme sous cette forme la n'est pas trés e cace, car a chaque itération du
point xe, il faut résoudre I'étape 1 par un algorithme du Lagrangien augmenté. Or
la convergence de l'algorithme du Lagrangien augmenté est lente. Comme il est fait
dans VWAO5], on propose d'utiliser une version relaxée, pour laquelle on ne résout
gu'une seule étape de l'algorithme du Lagrangien augmenté a chaque itération du
point xe. Ecrivons cette algorithme de maniére concréte, sous forme variationnelle :

Algorithme 2.4.3  (Algorithme du Lagrangien augmenté - version non-isotherme)

initialisation (i =0) : o, oet o donnés

boucle point xe (i 0): 1, i 1 et ; 1 connus
étape 1 :trouver (ui;p) 2 V(u ) X , solution du probléme de Stokes :
Z Z Z

1 uUpvdx+2r D(uj):D(v) dx . pi div v dx li 1(v); 8v 2 V(0);

g div uy dx 0; 892X :

ol on a posé :
Z Z
i a(v) = F v dx (i1 rig):iD(v)dx
étape 2 :calculer
i(X) = Para 008 00 (i 2+ 12D(Ui))(X); p.px2

(ou le projecteur P est donné par la dé nition (1.19 du chapitre 1).
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étape 3 :calculer :

i= i1t r@Db(u) i)
étape 4 :trouver ; 2 H3() , solution de I'équation elliptique
Z Z Z

»  sdx+ r grsdx= (Br(;:D(u))+ g)sdx; 8s2Hg() :
(2.1)

Trouver les bonnes hypothéses de régularité pour assurer la convergence des
algorithmes 2.4.2 et 2.4.3 dans le cas général est un probléme ouvert. En par-
ticulier, si I'on cherche a résoudre I'équationZ.1) avec ; 2 T = (LP ()) 3 et
u2V(u) WZIalorsD(u) 2 LP() et ;:D(uj) 2 LY) par linégalité de
Holder. L'étape 4 de l'algorithme consiste a résoudre un probléeme de type elliptique
avec second membre?. L'existence et I'unité de solutions sur ce type de problémes
est délicat. Quant bien méme on suppose que l|'étape 4 possede toujours une
solution, il n'est pas évident de justi er que les algorithme2.4.2et 2.4.3convergent.
Dans les cas que nous allons traiter, le terme d'échau ement visqueux sera négligé
du faite d'un nombre de BrinkmanBr trés faible (c'est en particulier le cas pour

les laves volcaniques). En l'absence du terme source, on constate que |'étape 4 est
indépendante deu et et posséde une unigue solution. Les étapes 1,2 et 3 sont
donc résolues a xée et donc, par le théorémel.8.4 les suites(u;), (pi), ( i) et

( i) convergent.

Pour la résolution discréte, nous prendrons les mémes espaces que dans la cas
isotherme :u, 2 V,, et 2 D(W;,), pn 2 Qn (notations introduites dans la
section1.9 du chapitre 1) et nous utiliserons des élément, C° pour la tempéra-

ture discrete, 2 X;,, ou :

Xnh=1s2 HY( n); sk 2 Py 8K 2 Thg\ HE( n):

2.5 Probleme d'un écoulement en refroidissement
dans un cylindre

2.5.1 Formulation du probléme

Nous allons tester la résolution d'un probleme de couplage rhéologique/thermique
par la méthode du Lagrangien augmenté sur un probleme d'écoulement cylindrique
avec un uide viscoplastique non-isotherme. Ce probleme est étudié par Vinay et al.
dans VWAO5] dans le cadre de la modélisation de I'acheminement de pétrole brut
dans un pipeline. L'objectif est d'appréhender les e ets de gel rencontrés fréquem-
ment sur les sites d'extraction de pétrole installés dans des zones froides (mer, océan,
Arctique, ...,voir g. 2.1).
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Figure 2.1 Acheminement de pétrole dans un pipeline en Alaska (sourcéttp:
/lpipelineobserver.ca )

Généralement, le uide extrait est au départ a une températurey supérieure a la
température ambiante , dans lequel est plongé le pipeline. Les pertes de chaleur
par les parois peuvent alors causer le blocage du uide, notamment par I'e et de
seuil puisque que le pétrole brut est un uide viscoplastique. Le modéle rhéologique
utilisé dans VWAO5] est le modele de Bingham. L'étude numérique porte sur la
dépendance en température de la viscosité et de la contrainte seuil. Une dépendance
linéaire est considérée successivement pour la viscosité a contrainte seuil xe, et
inversement. Ces résultats présentés par Vinay et al. nous servirons ainsi de base
de comparaison pour valider le modéle numérique. Détaillons la con guration du
probleme. On considere un cylindre axi-symétrique dont la direction axiale est par-
allele a0z dans le systeme de coordonnées cylindriquiess ;z g. On suppose que

la partie orthoradiale du champ de vitesses est nulle, autrement dit = 0. Sur la
gure 2.2 R, L et L, représentent respectivement le rayon du cylindre, la longueur
du cylindre et la distance d'écoulement avant un changement brutal de tempéra-
ture. La longueur L. est choisie susamment grande pour que la température et

la vitesse en entrée ne soient pas perturbés par le changement de température. On
suppose que dans cette premiére portion du cylindre, le uide entrant est a la méme
température o que les parois avec un pro | de type Poiseuille isotherme. Au dela
de la longueurL,, on suppose que la température aux parois chute brutalement,
i.e. a2 < o. Aprés une certaine distance, un nouveau régime d'écoulement de type
Poiseuille se crée a une température plus bassel'objectif est de visualiser ce qu'il

se passe dans la zone de transition, en particulier sur I'évolution des zones rigides.
Par symétrie du probléme, nous ne travaillerons que sur une demie-section axiale
du cylindre représentée par le domaine ouverte f(r;z) 2 R*2 r<R; z<L g et
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notons in; out; tp € a UNE partition de la frontiere de@ dé nie par :

in="firj<R;z=0g, oux=1firj<R;z = Lg;
wop = fr=R;jzj<Lg ai=fr=0;jzj<Lag:

Ces frontiéres sont représentées sur la guz2

- >

o« Le
Tt =10, : 0=0,

Ftop
R Lin Q Lout
i ()
Faxi e

0 )

Entrée Sortie

Figure 2.2 Geéométrie du probleme
Le probléme d'écoulement dans le cylindre se formule alors :

trouver u, p, et dans]O;T[ tels que:
8

. . 2D (u) . .
< — 1+n ___\"7 :
| K()j2D(u)j =*"2D(u) + of )j2D(u)j sij2D(u)j 6 0;
ii o) sinon,
@ _ . _ . :
— +(ur)u dv. +rp=0 dans]o;T[ ;
@t
divu=0 dans]O;T[ ;
C @ +U T kdiv (r ) :D(u)=0 dans]O;T[ ;
p @t
U =0; u; = un(r) et = o sur]O;T[ in;
u=0et = I[Z<Le] ot I[z Le] a SUf]O;T[ top »
u=0; ,,=0et %Z:O sur]o; T[  out;
@

u=0; =0cet @rzo SUF]O;T[ axis
u(t:O): Uo et (t:O): 0 dans

ou ui, (r) est un pro | de vitesse donné en entrée du cylindre étdésigne la fonction
indicatrice d'ensemble. Nous choisirons pouni,(r) et up = Ug,(r)e; la solution
stationnaire d'un écoulement de Poiseuille a la température xey.
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2.5.2 Probleme sans dimension équivalent

Ecrivons la version sans dimension de ce probléme. L'adimensionnement étant légére-
ment di érent en coordonnées cylindriques, nous allons le détailler succinctement.
ChoisissonsR une longueur caractéristigue du domaine et notons :

r=Rrkz=Rz = RT,u=Ud;, p=Pp, =~;t= §T= T,
= at(o AT K()=KoK(Det o )= o00():

ouU, P, et sontdes grandeurs caractéristiques du probleme Kty = K ( o)
et 00 = (o). Supposons que ces grandeurs soient reliées par les relations :

Ko % "= P=2et = R=U. Les nombres sans dimension s'écrivent alors :
n
gi = 00_ o0oR"_ 2 00,
KoUun P
U2 R"
Re = = Koun 27
C,UR
Pe= —P~—;
Kk
RU Uik
Br = 0

" k(o o) k(o aRT

Le probleme adimensionné est le suivant :

trouver &, p, ~ et “dans]O; T[ ~ tels que :

8
2 - k(2D 2D + Bi ()2 ij2p(wj6 o:
S 2D (u)]
i Bi ~() sinon,
@t . - _ . ~.
Re @+(u.r‘)u div ~+2rp=0 dans]o;T] ~;
| dive=0 dans]O;T[ ~;
@ —— - . _ . ~.
Pe @Jr g r Br(~:D(#))=0 dans]O;T] —;
ty =0; o, = Hin(F) et 7=1 sur]O; T Tin;
t=0et 7= |[z<L o] Sur ]0; T[ ~top;
th =0; -, =0 et%zo sur]O; TT “out;
e =0; -, =0 etgzo sur]o; Tl “axi;

#(t=0)= et (t=0)=1 dans™:
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Il nous reste a établir la solution stationnaire du probléme de Poiseuille cylindrique
isotherme pour préciser la vitesse initiale et le pro | de vitesse imposé a l'entrée du
cylindre.

2.5.3 Ecoulement de Poisedille cylindrique isotherme

On suppose que la température est xé a . On suppose que le uide est
entrainé par une force de poussée= f e, constante. L'écoulement une fois établi,
est aussi selorz et la solution ne dépend que de, u(r) = u(r)e,. Le tenseur
symétrique n'a plus qu'une composante non-nulle;, (r). On véri e sans di culté
quej2D (u)j = juy, si bien que la composante Vvéri e :

trouver ,; u dé nis dans ]0; R[ tels que :

2 (1) = Kojun)j ¥*"uir) + oo siju{r)j &0;
j 2] o0 sinon,

0
(r rrZ) = f; dans]O;R[;

u(R)=0;
z(0) =0:
Dans ce probléme stationnaire, le gradient de pression est remplacé paon choisit
alors la relation = fR=2. Le nombre de Bingham s'écrit alorBi = fRO;O et le
probléeme adimensionnel équivalent se formule :
trouver ~, et & dé nis dans ]0; 1] tels que :
( 9
_ _ <14 ) .. . .
. rz (F') - JU'O(F')J nu'o(lt) + B je9(r)] S? jbi'o(i")] & O, (228.)
J~z] BI sinon,
0
(F ) 2; dans]o;1[; (2.2b)
(1) =0; (2.2¢)
~,(0)=0: (2.2d)
On obtient par intégration de (2.2b) : ~,(r) = F+ C; OU ¢, est une constante

d'intégration. Par la condition (2.2d), ¢; = 0 et la loi de comportement .28 donne
t{(r) = ¢; quandr Bi ouc, est une constante d'intégration. SBi > 1 la solution
estt = 0. Sinon, pourr> Bi , on obtient juYr)j" + Bi = + et nalement, avec la
condition (2.29 et la continuité en = Bi :

u(ﬁ)=% (1 Bi)*+ max(0r Bi)7 2.3)



90 2.5. PROBLEME D'UN ECOULEMENT EN REFROIDISSEMENT DANS UN CYLINDRE

Cette solution est similaire a la solution de Poiseuille plan1(11) du chapitre 1

illustrée sur la gure 1.6. Simplement, pour un probléme cylindrique la dé nition

0;0 . . 0;0
’ I Bi = —.
R au lieu deBi i

du nombre de Bingham est di érente Bi =

2.5.4 Parametres numériques

Nous allons proposer des comparaisons aux calculs fait daW8VA05] en utilisant
exactement les mémes parametres physiques et numériques. Le modéle de Bingham
est utilisé, on suppose désormais que= 1. La consistanceK corrspond donc a
une viscosité. Les dé nitions des nombres sans dimension utilisées par Vinay et al.
sont di érentes. Nous distinguerons leurs nombres sans dimension en les dotant d'un
astérisque. lls sont dé nis comme suit :

. oR
i =
RU
Re:K—O,
C,uR
Pe = pKZK;
UKo
Tk

ou U est la valeur moyenne surO; R[ de la vitesseu solution du probleme de
Poiseuille cylindrique isotherme.

Les dé nitions sont presque identiques mais le choix de la vitesse caractéristique
est di érente. Notre choix de prendre la vitesse caractéristique = % permet de
rendre l'interprétation du nombre de Bingham trés simple pour le probleme station-
naire car la condition de von Mises devient simplememt Bi pour ~2]0; 1[. En
particulier, on peut immédiatement identi er sur le probléme stationnaire la zone
rigide en fonction de la valeur deBi et le cas limiteBi = 1 est naturel. Pour passer
d'une convention a une autre, nous pouvons détailler I'expressiondeDe la formule

(2.3), la vitesse solution du probleme dimensionnel de Poiseuille cylindrique s'écrit :

u(r)=% 1 Bi)? max(O;% Bi)’
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Ainsi, lorsqueBi < 1, la valeur moyenne deu sur ]O; R[ vérie :

2 1 ZZ ZR
U= — u(r)r dr d
) 2zR Zr ,
=@ (1 Bl)ZO r dr . R Bi rdr
1
=1 Bi)2 2 (¢ Bi)’rdr
ZBi
1
=1 Bi)> 2 ¥ 2Birf+ Bi’r de
Bi
1 2 1
- = _B'+_B'4.
> 3 T
soit 4 L
U:% 1 §Bi+§Bi4

LorsqueBi 1, naturellementtu = 0. Pour tout Bi, on peut nalement écriretu

comme :
U

4 1
U= — 1 —min(Bi; 1)+ = min(Bi; 1)*
z 1 zmin(Bi 1)+ 3 min(Bi; 1)
Nous voyons que pour passer d'une convention a une autre, il faut connaitre la valeur
deBi. Le cas critiqueBi 1 correspond @i =+ 1 . Sinon, pourBi< 1, on peut
écrire la relation :

) . Bi 4 . 1_.,
= = — — + —
Bi Bi 7] 1 3B| 3B|

Clo

A Bi donné, on en déduiBi comme solution réelle comprise dan8; 1[ de I'‘équation
polynomiale de degré 4 :

3Bi (12+4Bi )Bi + Bi Bi*=0: (2.4)
En tant que polyndme de degré 4, la solution se calcule explicitement.

Par suite, on peut déduire les autres relations entre nombres sans dimension en
utilisant Bi :

1

Re = Re9:4Re 1 f'Bi+}Bi4 :
u 3 3

4 . 1., ‘!

Pe= Peg =4Pe 1 =Bi+ ZBi* ;
ua 3 3

2 2
Br = Br 2 =16Br 1 ilBi + }Bi4
u 3 3
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Avec les parametres rhéologiques du uide utilisés dan¥\[VAO5], le nombre de
Brinkman Br est tres faible et les e ets de dissipation visqueuse sont négligés. Le
nombre de Péclet utilisé esPe = 10. Par ailleurs, le nombre sans dimension de

Cameron
_ k(L Le) _ L Le

C,UR?Z = RPe
permet de dé nir I'e cacité du refroidissement par les parois dans uide en mou-
vement. Ce nombre est directement lié a la géométrie du probleme. Le nombre de
Cameron permet de dé nir trois types de régimes thermiques :
Ca < 10 ?: la régulation par les parois a trés peu d'in uence sur I'écoulement.
Le régime est alors dit adiabatique.
102 Ca < 1:le régime est transitoire et le refroidissement thermique par les
parois commence a agir.
Ca 1 : le régime atteint son équilibre, le uide en aval est complétement
refroidi.
L'objectif de la simulation étant de visualiser toute la transition thermique, du
passage de la température, a la température ,, les dimensions géométriques du
pipeline sont choisies pat.e = L=4 et L=R = 40 de tel sorte queCa =3 an de
visualiser la transition thermique compléte.

Ca

2.5.5 Reésultat numérique pour K = K( ) et o constant

A n de visualiser I'in uence de la thermodépendance des paramétres rhéologiques
K et o surl'écoulement, nous étudierons séparément ces dépendances pour se con-
centrer sur un seul parametre a la fois. Supposons ainsi que la contrainte seyil

est constante et que la viscosité dépend linéairement de la température et notons

Ka = K( a). Les grandeurs numériques utilisées sont données dans le tabl2alu

K . .
o a — Bi Pe Bi Pe
Ko

20K 20 10 10 0:602 16605

Table 2.1 Grandeurs numériques utilisées dans la simulation issues d8NAOS].

En adimensionnel, puisqué& (1) = Ko et K(0) = K4, alors

Ka Ka
K()= 1 2 ~+ 2
®) K, K,
Les calculs numériques ont été réalisés en axi-symétrique sur un maillage triangu-
laire avec 400 sommets dans la direction et 30 sommets dans la directiom. Le
critére de convergence pour le Lagrangien augmenté a chaque itération en temps
estjj mk 2D(Umk)jjzz 2 <"1 avec"; = 10 8. Le critére de convergence en
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temps (ZJ‘SJ[J.J.(%t)mjj(LZ)2 = 2_1tjj3um Am 1+ Um 2jjLz)z <"z pour "z =10 8,

La gure (2.3 montre le champ de température obtenu a I'état stationnaire pouK
themo-dépendantet, , =20 K. On observe trois zones disctinctes, la zone d'en-
trée a une température o (7= 1), la zone de transition autour du choc thermique,
puis une zone de sortie ou le uide est complétement refroidi a la températurg
(T=0). On constate que la dimension de la géométrie basée sur le critere du nombre
de Cameron a bien été choisie et permet d'observer toute la transition thermique.

~ 0 1
9 O'|25 0.|50 O.’|75

0 z/L 1

Figure 2.3 Champ de température ave themo-dépendantet, ,=20 K.

La gure 2.4 présente les zones rigides et déformées a I'état stationnaire paur
themo-dépendant et y 5 =20 K. Sur la premiéere portion, pourz=L 2 [0;0:2],

la zone rigide correspond bien a celle attendue par le pro | imposé en entrée. On
constate par ailleur que cette zone rigide ne va pas jusqu'a distance ou a lieu le
changement de température aux paroike=L = 0:25. Le choc thermique a glob-
alement fait disparaitre les zones rigides dans toute la phase transitoire, execeptée
une petite zone. La disparition de zone rigide vient sans doute du fait que dans la
zone transitoire, la température n'est plus homogéne dans la direction radiale et par
conséquent la viscosité non plus, elle va étre plus élevée a mesure qu'on se rapproche
des parois. La vitesse n'est alors plus uniquement dans la direction de I'écoulement
et un terme radial apparait et annule sauf sur une petite partie la zone rigide. La
température retrouve ensuite une état d'équilibre, I'écoulement est & nouveau de
type Poiseuille et une zone rigide apparait autour de I'axe du cylindre. Cette zone
est naturelement plus ne car la viscosité a augmenté. Comnieest necessairement
constant, on peut dé nir un nombre de BinghamBi, basé sur la viscosit& , et

non K. Dans cette exempleK ,=K, = 20, doncBi,, = Bi =20 = 0:5. Par I'équa-

tion (2.4), on obtient une valeurBi,, 0:107qui correspond a la largeur de la zone
rigide attendue aprés la transition thermique. La gure2.4 est bien cohérente avec
cette valeur. Pour une comparaison avec les résultats de Vinay et al., nous renvoyons
ala gure 12 de MWAO5]. Les résultats sont assez similaires avec quelques nuances
comme la petite zone rigide que nous observons pendant la transition qui n'apparait
pas dans les calculs de Vinay et .al. Les autres zones rigides sont quasi-identiques,
a la précision du maillage employé pres. En complément, des pro Is de vitesses ax-
lales sont tracées sur la gure2.5 en plusieurs sections du cylindre et peuvent étre
comparées a la gure 1lI-5 p. 99 deV{in05].
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Figure 2.4 Zones rigides/déformées (resp. en couleur foncée/gris clair) avéc
themo-dépendantet, ,=20 K.
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Figure 2.5 Prols de vitesse axiales sur plusieurs sections radialeg<L =
0; 023; 025; @30; 035; 060; 1) avecK themo-dépendantet, =20 K.

2.5.6 Résultat numérique pour o= o ) et K constant

Supposons que la viscosité est constante et que la contrainte seuil o dépend
linéairement de la température et notons o4 = o a). Les grandeurs numériques
utilisées sont données dans le tabledu2.

o . 22 Bi Pe Bi Pe
0;0

1 K 2617 15 10 0:250 599
5 K 9083 15 10 0:250 599
20K 333 15 10 0:250 599

Table 2.2 Grandeurs numériques utilisées dans la simulation issues d&NJA05].

En adimensionnel, puisques(1) = ¢ et «(0) = o4, alors

"‘0(") — 1 O:a ~+ Oa
0;0 0;0



CHAPITRE 2. FLUIDES VISCOPLASTIQUES NON-ISOTHERMES 95

La gure 2.6 montre le champ de température obtenu a I|'état stationnaire pourg
themo-dépendant pour di érentes valeurs deg a. Pour les trois cas considérés,
les champs de température ont la méme apparence.

Figure 2.6 Champ de température avec o themo-dépendant: (a) ¢ ,=1
Ki(b) o a=5 K;(c) o a=20 K

La gure 2.7 présente les zones rigides et déformées a |'état stationnaire poyr
themo-dépendant et suivant di érentes valeurs 2. La méme valeur deBi est
utilisée dans les trois exemples. On constate que plus le choc thermique est important
(le ratio 92 est important) et plus la largeur de la zone rigide aprées transition

est importahte. Ceci est en cohérence avec les largeurs prévues par le calcul : (a)
Biowt 0:43; (b) Bigy 0:65; (c) Bigy 0:8L De plus, on observe que plus le
choc thermique est important et plus rapidement la zone rigide réapparait. Comme
nous l'avions sur I'exemple oK dépendait de la température, la zone rigide semble
disparaitre pendant la phase de transition, saut sur I'exemple (a) puisqu'une vitesse
radiale apparait. Pour une comparaison avec les résultats de Vinay et al., nous
renvoyons a la gure 15 deYVWAO5]. Les résultats sont assez proches avec quelques
di érences comme la petite zone rigide que nous observons pendant la transition
sur I'exemple (a) et des zones rigides qui semblent apparaitre plus brutalement sur
nos calculs. Les autres zones rigides sont quasi-identiques, a la précision du maillage
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employé pres. En complément, des prols de vitesses axiales sont tracées sur la
gure 2.8 en plusieurs sections du cylindre et peuvent étre comparées a la gure 16
de de VWAO5].

()
1 . T T T T T
! Ré_— ﬁ
0 T . T T I
0 Z/L 1
(b)
1 . T T T T T
s o
O T T T
0 z/L 1
()
1 . . . . , . . . .
T/RL
0 T T T
0 2/ L 1

Figure 2.7 Zones rigides/déformées (resp. en couleur foncée/gris clair) aveg
themo-dépendant: (@) o a.=1 K;(b) o a=5 K;(c) o a=20 K
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(a) (b)
0:25 0:3
0:25
0:2
5 - 0:2
n, 0:15 T,
> > 015
! z=L=0 z=L =0
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Figure 2.8 Prols de vitesse axiales sur plusieurs sections radialeg<L =
0; G23; 025; Q30; 035; Q60; 1) avec K themo-dépendant : (a) o a=1
Ki() o a=5 K;(€) o a=20 K

2.6 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre au point des algorithmes pour la résolution
numérique des écoulements viscoplastiques dont la rhéologie dépend de la tem-
pérature. Le probleme du refroidissement dans pipeline proposé pafWAO5] a

été repris a n de disposer d'une comparaison. Les résultats semblent assez proches
avec quelques di érences observables sur la limite des zones rigides. Cette exemple
est surtout utile a titre académique, un cas-test (un benchark) dans le cas
non-isotherme et ne cherche pas a étre réaliste. Une perspective serai d'appliquer
ce modéle a un probleme réaliste concernant les coulées de laves avec des lois de
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consistance et de contrainte seuil plus complexes, de type Arrhénius par exemple.
Il est dicile d'envisager actuellement d'utiliser ce modele pour modéliser une
coulée de lave tridimensionnelle. Les temps de calculs seraient tres importants et il
faudrait de plus modéliser la surface libre de I'écoulement. La chapitre 5 propose
pour ce probléeme une simplication par une réduction asymptotique. Avec ce
modeéle complet, on peux par contre s'intéresser a des écoulements bien particulier,
comme I'écoulement dans un tunnel de lave. L'exemple du pipeline y ressemble déja
beaucoup. Il su rait simplement d'utiliser les parametres physiques correspondants
aux laves et des lois rhéologiques plus réalistes.

Le chapitre suivant s'intéresse aux propriétés de suspensions des laves induites par
la présense des cristaux.
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3.1 Introduction

Lorsque la température de la lave devient inférieure a la température de liquidus,
un certain nombre de cristaux apparait par e et de cristallisation. Ces cristaux en
suspension ont un impact direct sur la rhéologie de I'écoulement. Lorsqu'ils sont
su samment nombreux, de l'ordre de quelques pourcents, des réactions vont se
produire et engendrer une dispersion non-homogéne de ces cristaux. Outre dans
les écoulements naturels, les suspensions sont aussi tres utilisées dans les procédés
de fabrication industrielle, pour des matériaux composites, céramiques ou encore
dans la composition du fuel pour fusée, dans lequel la qualité du produit dépend
fortement de l'uniformité de la distribution des particules. La migration des par-
ticules au travers du uide peut s'expliquer par de nombreux types d'interaction,
comme des interactions hydrodynamiques, électrostatiques et autres interactions de
surface. Il est toutefois dicile de prendre en compte tous ces phénomeénes et on
cherche généralement a ne garder que les e ets prédominants. Il y a eu plusieurs
approches pour essayer de décrire cette migration. Des modeles d'approche directe
de type Stokes (voir BM97, SB0O1)) ou de dynamique Brownienne (voir fPTZ00])

ont été réalisés avec succes dans la description de la micro-structure des suspensions
mais ces méthodes sont trés limitées en nombre de particules puisqu'on les modélise
une a une, de I'ordre du millier. Ces limitations sont dues aux limites informatiques.
Depuis, les approches macroscopiqgues comme le modéle de ux ou le modéle de sus-
pension thermique sont devenues plus populaires car relativement simples et moins
codteuses en ressource informatique. En particulier le modéle de ux présenté pour
la premiére fois dans par Phillips et al. dansPAB™* 92] en s'inspirant des travaux
faits auparavant par Leighton et Acrivos dansl[A87], explique par des arguments de
comparaison quantitative, que la migration des particules est principalement causée
par deux e ets, la variation spatiale de la fréquence d'interaction (le taux de colli-
sion), directement liée a la variation du taux de contraintes et la variation spatiale

de la viscosité. C'est la premiére étude qui présente des comparaisons entre expéri-
ences et simulations. Ce modele a ensuite été complété par Krishnan da¢i3L[96]

en introduisant des termes d'induction liées a la courbure des lignes de courant et
par Fan et al. FMB™* 02 qui ont étendu I'écriture du modeéle a n de tenir compte

de l'anisotropie des migrations observable expérimentalement, ceci en introduisant
un tenseur d'alignement.

3.2 Suspension dans un uide newtonien

Nous présentons plus en détail dans cette section I'écriture mathématique du mod-
ele de Phillips et al. PAB*92] et ces extensions dans le cadre des uides new-
toniens. La section3.4 contribuera a étendre ces modeles au cas viscoplastique. L'a-
vantage du modéle de ux est d'avoir une structure relativement proche du modele
thermo-rhéologique. La prise en compte de la densité de particules est assez ana-
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logue puisqu'il s'agit de considérer une nouvelle équation de conservation comme
nous l'avions fait avec I'équation de la chaleur. La viscosité est également impactée
par la concentration en particules comme elle I'était avec la température (et de facon
générale, la consistance et la contrainte seuil, pour des uides non-newtoniens,
voir section 3.4). On peut retrouver une synthese détaillée de tous ces modéles
dans KLKO08].

3.2.1 Conservation de la quantité de particules

Considérons le probleme de I'écoulement d'un uide newtonien incompressible décrit
par les grandeurs , u, p et par le champ scalaire delensité volumique de par-
ticules  (dit aussi concentration en particules ou fraction volumique). La prise en
compte de ce nouveau parameétre est déterminant dans de nombreux écoulements
car la répartition des particules en suspension dans le uide peut fortement agir
localement sur la viscosité. Intuitivement, plus le uide est concentré en particules
et plus il est visqueux. De nombreuses lois empiriques existent pour décrire nement
cette dépendance, certaines plus e caces pour des concentrations faibles, d'autres
pour des concentrations élevées. La plupart des ces lois sont établies en faisant I'hy-
pothése que les particules sont solides, sphériques et de taille unique. Le modéle de
ux de Phillips et al. et ces extensions sont en particulier basées sur ces hypotheses.
Notons a le rayon des particules sphérigues et notong la viscosité du solvant dans
lequel les particules sont suspendues. Nous utiliserons 'observation empirique de
Krieger [Kri72] qui est classiquement utilisée dans le cas de particules sphériques
en suspension dans un uide newtonien. Cette loi exprime la viscosité de la sus-
pension (le mélange solvant et particules) en fonction de la concentrationpar

I'approximation :
1:82

()= s 1 — ; (3.1)

m

ou , estla densité maximale de I'entassement des particules, environ 0.68 pour
des spheéres.
Le uide étant supposé newtonien, le tenseur des contraintes véri e :

= ()i (3.2)

ol _=ru+ru'=2D(u). Le modéle de ux consiste a décrire I'évolution de
la répartition des particules par une équation de conservation de la quantité de
particules sous forme d'une équation de di usion sur la quantité :

%t+ ur = divN¢{+ ; dans]O;T[ ; (3.3)
ou N correspond auux de migration  des particules et aux éventuelles sources
de création de particules (par exemple par cristallisation). Ce ux dépend directe-

ment des autres grandeurs, _et . Nous supposerons par la suite que= 0. Nous



102 3.2. SUSPENSION DANS UN FLUIDE NEWTONIEN

allons présenter les di érents modeéles qui existent pour décrire le terme de ux de
migration des particulesNy.

3.2.2 Modele de ux original de Phillips et al.

Aprés une étude quantitative, Phillips et al. proposent dansPAB* 92] de ne tenir
compte que de I'e et dominant des interactions a deux corps irréversibles, négligeant
ainsi les autres types d'interactions. La migration des particules, durant leurs col-
lisions est alors induite d'une part par le ux de collision et d'autre part par le
gradient de la viscosité.

Le ux de collision est dé ni comme étant proportionnel au gradient du taux de
déformation dans la concentration

Ne= Kea 1 (j) (3.4)

Ce ux illustre la migration préférentielle des particules des zones a fort taux de
déformation, la ou il y a le plus de collision, vers les zones les moins déformées (voir
g. 3.1a).

Le ux du gradient de viscosité  est dé ni par :

@4 2d

N = K
d

(3.5)

Ce ux illustre que les particules ont tendances a migrer la ou la viscosité est la plus
faible (voir g. 3.1b.). Ce modéle de migration introduit deux parametres physiques
K. etK que l'on obtient généralement de maniére empirique. On peut montrer pour
des raisons physiques évidentes que le ralo= K =K estinférieur a 1. Finalement,
le ux de migration dé ni plus haut correspond donc aN; = N.+ N .

Figure 3.1 Migration des particules durant leurs collisions : (a) Flux de collision
et migration vers les zones les moins déformées; (b) Flux du gradient de viscosité
et migration vers les zones les moins visqueuses

De nombreuses expériences ont été réalisées pour tester la validité du modéle de
Phillips et al.. Sur un certain nombre d'expériences, le modele donne des résultats
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intéressants et en accord avec les mesures expérimentales (VBIM[ 98]). A I'in-
verse Chapman a mis en évidence darShHa9(Q que les prévisions du modele sont
erronées sur le cas d'une torsion entre deux plaques parallele. Il a montré gu'il n'y
a pas, ou tres peu de migration de particules dans ce cas, alors que le modele de
Phillips et al. prédit une migration trop importante des particules vers l'intérieur.
Les résultats expérimentaux de Chow et alJSIS94 con rment I'absence de mi-
gration. Le probléme est identique sur une géométrie cone-plaque ou le modéle de
Phillips et al. prévoit une migration qui n'est pas détectée sur les expériences de
Chow et al. [CISL95]. Globalement, le modéle de Phillips et al. semble bien fonc-
tionner sur des problémes isotropes puisque le ux de migratidd;, basés sur j _j

est isotrope mais pour des problémes de torsions, la migration des particules est plus
frequemment orientée dans la direction de cisaillement que dans la direction normal.
Cette propriété non-isotropique n'est pas prise en compte dans le modéle original de
Phillips et al.. Plusieurs auteurs ont proposé des modi cations du modéele original
pour pallier a ces problemes.

3.2.3 Les di érentes extensions du modele de ux
Ajout d'un ux induit par la courbure sur un probleme 1D radial

Krishnan et al. ont proposé dans{BL96] d'ajouter un terme lié a la courbure des
lignes de courants pour réduire les di érences observées sur les problemes de torsions
de plaques paralleles. lls dé nissent un ux supplémentaire induit par la courbure
(voir g. 3.2 :

N =K na?4 2

ou n est le vecteur unitaire radial extérieur par rapport aux lignes de courant
courbes, le rayon de courbure de ces lignes & un nouveau parametre em-
pirique qui doit étre réajusté avec les parametrek. et K . Finalement, le ux
migratoire total est Ny = N.+ N + N . Krishnan et al. ont dé ni explicitement

les grandeurs et n dans le cas spéci que du probleme 1D stationnaire de plaques
paralleles. Ce terme améliore les résultats sur ce probleme spéci que mais |'écriture
de etn présenté dans{BL96] ne peut s'étendre a des géométries plus complexes
qui nécessite la résolution d'équation de dimension supérieur comme le probleme de
Couette excentrique ou le probléme d'écoulement forcé dans un canal.

Modele avec K. -dépendant

Le modéle Phillips et al. n'est pas non plus totalement satisfaisant sur probleme
de Couette. Les travaux expérimentaux de Tetlow et alT[GI " 98] réalisés sur cette
géométrie ont montré que le modéle de Pillips et al. surestime la migration vers
I'extérieur sur le grand cylindre par rapport aux mesures expérimentales, méme avec
un choix optimal des constante& . et K . Graham et al. ont proposé dansGMB98]

en reprenant d'une part le terme de courbure du modele de Krishnan et al. de
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Figure 3.2 Flux par courbure

considérer alorsK . comme une fonction de la densité de particules. Avec une
dépendance d& . linéaire en , cela permet d'obtenir une tres bonne correspondance
entre les prévisions du modele et les mesures expérimentales sur Couette.

Ajout d'un ux induit par la courbure indépendant du probleme traité

Plus récemment, Kim et al. ont étendu dans{LK08] le terme de courbure introduit
de Krishnan et al. KBL96] en proposant une écriture intrinseque des parametres
et n pouvant s'adapter a tout type de géométrie, sans limite sur la dimension des
équations :

(jujta (a:wu)u) _a™u

juiaruj juj?

ou a est l'accélération qui correspond a la dérivée matérielle de la vitesse= _t+

u:r u. En particulier, ces expressions correspondent a celles dé nies peB[96]
lorsque I'on se place dans un probleme stationnaire radial. lls montrent sur I'exemple
gue Couette excentrique que ce modéle améliore les résultats par rapport au modele
original. Leur modeéle incorpore également la dépendance g en proposée dans
[TGI™98).

Modéle avec le tenseur directionnel de courant

Fan et al. ont proposé une méthode alternative dan$-MB* 02] pour pallier aux
manques de précisions du modéle original sur les problemes de torsion entre deux
plaques paralléles et le probleme de céne-plaque. lls ajoutent un tenseur directionnel
de courant dans le modéle di usif. Le tenseur directionnel de courant vient de Brady
et Morris [BM97]. La nature anisotrope de la di usion et de la migration est utilisée
dans ce modeéle. Les ux sont modi és de la maniére suivante :

N.= Kea? div( j42) (3.6)
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L
a Hg—Zr (3.7)

N = K

ou Z est le tenseur directionnel de courant qui peut étre déterminé en imposant
des conditions non-homogénes sur la vitesse, le gradient de vitesse et les directions
de vorticité. Une expression générale simple du tensexr peut étre donnée dans

le repere local formé des trois directions principales de cisaillement du systeme de
vecteurs unitaires ;, et 3, qui forment une base directe. Le vecteur; est dans

la direction de la vitesse, , dans la direction du gradient des vitesses et dans la
direction de la vorticité. Dans cette base, le tenseut est diagonal :

1
010 0

z=@o , O0A (3.8)
0 0 3

Pour obtenir un pro | de concentration correct sur le probléeme de plaques paralleles
ou de cOne-plaques, il est déterminé danBNIB*02] que ;= ,=2 3. LorsqueZ

est le tenseur identité, on retrouve naturellement le modele original. L'avantage de
ce modele est qu'il est également invariant du probleme considéré comme le terme
de courbure KLKO8]. Les auteurs ont appliqué le tenseur directionnel de courant
sur le probleme de Couette excentrique et sur le probleme d'écoulement forcé dans
un canal.

3.3 Reésolution numérique du probleme original de
Phillips et al.

Nous présentons ici une méthode de résolution numérique du probléme en temps de
la migration dans un uide newtonien. Cette méthode servira de base pour I'étendre
ensuite au cas des uides viscoplastiques. Le cadre des suspensions newtoniennes est
idéal pour valider la résolution numérique car il existe de nombreuses études et résul-
tats d'expérience. L'extension au uides viscoplastiques sera un peu plus exploratoire
car il existe actuellement peu de mesures précises pour ces uides. On s'intéressera
avant tout a développer une méthode numérique. Dans cette optique, on considére
uniquement le modéle originalHAB™ 92].

3.3.1 Probleme au limite

On considere le probléme complet d'un écoulement d'une suspension newtonienne
incompressible de spheres solides de rayan Pour faire simple, on choisit des
conditions de types Dirichlet pour la vitesse et des conditions de ux de migration
nul aux frontiéres pour la fraction volumique de particules. Le probléme de Phillips
et al. s'écrit :
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trouver u, p, et dans]O;T[ tels que:

()_dans]O;T[ ;

%t+(u:r Ju div. +r p=fdans]O;T[ ;
div Iu:O dans]O; T[ ;
@ . , o 4 2dK . _
@t+ ur dv Ka r (j4)+K K() e =0 dans]O; T[ ;
| u=u surlg;T[ @;

2 i 2 '
Kea? r (j4)+ K aKJ(_]) %—K Nn=0surl0;T[ @;

u(t =0) = uj,; dans ;
(t=0)= i dans ;

ouu , Upt e it sont des conditions aux limites et initiales données.

3.3.2 Adimensionnement du probleme

Comme il a été fait pour le probleme d'un écoulement non-isotherme, il est
préférable de travailler avec le probleme sous forme adimensionné a n de réduire le
nombre de parametres.

On note L une longueur caractéristigue du domaine et on note :
Xi=Lx;1=1;223et = L~
ou x est la nouvelle variable sans dimension. De la méme maniére on pose :
u=Ud, p=Pp; =~;t = §T= Tetf=Ff;

ouU, P, , etF sontdes grandeurs caractéristiques du probléme. La concentra-
tion volumique étant déja une quantité sans dimension est conservée telle quelle.
La viscosité est adimensionnée par sa valeur ep; :

()= o)
ol ¢ est donnée et vérie ( ;) = o. Pour un uide newtonien, il est naturel de
U . .
poser = OT = P et T = L=U et on introduit le nombre de Reynolds
U2 L

Re= _
0
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et deux autres nombres sans dimension nécessaires pour adimensionner |'équation
de migration :

L2
M= ——:
K a2
Ke
K= —:
K

On obtient nalement de toutes ces formules et relations le probléeme sans dimension
suivant :

trouver &, p, ~et dans]O;T[ ~ tels que:

~=-~()Zdans]O;T]

Re %Hu:t“)u

div ~+ rrp=fdans]O; T[ ~;
dwlu =0 dans]O; T —;

7 2dk

@ .
M —+ua I dv K r(jjp+ —r =0 dans]O; T ~;
a ) K d 10, T1
gt=o Sur]O;T] @;
o
Kr(jg+ J—IIC %—Kr R=0sur]O;T] @;

t(t=0) = tjyy dans 7
(t=0)= i dans™:

Sauf en cas d'ambiguité, nous omettrons les tildes dans la suite.

3.3.3 Approximation en temps

Pour la résolution en temps du probleme d'une suspension newtonienne, on discrétise
les termes de dérivée totale par la méthode des caractéristiques a I'ordre 2 décrite
dans la sectionl.5 du chapitre 1. Rappelons que l'intervalld0; T] est partitionné en

M sous-intervalles[ty,;tm+1], 0ty = m t; 0 m M et t= T=M estle pas
de temps.
le_l:(tmﬂ;x): 3u(tme+1;X) 4u(tm;X2m()t()) Ultn 1 Xm 1)), 50 2y,

Nous pouvons ainsi construire par récurrence les suit@sn) 1 m v, (Pm)o m m €t

( m) 1mM ou Um(x)

U(tm;X), Pm(X)

p(tm;X) et m(x) (tm;X) sont re-

spectivement des approximations de la vitesse, de la pression et de la concentrations

de particules :
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Algorithme 3.3.1  (schéma BDF2 - suspensions newtoniennes)

initialisation (M= 1;0: U ;= Ug:= Upnr € 1= o= inr donnés
boucle en temps (m 0): Uy 1, Un, m 1 €t . €tant connus, trouverum.q,
Pm+1 € m+1 dans tels que

3Re :
—Unps1 AV (( me1) me1)+ T Pmaa

2t
4Re Re

=f+ 2—tum Xm 2—tum 1 Xm 1danS ;

div Um+1 :IO dans ;

M i I J_J + 2 ]_dK
ﬂ ma AV Kot ( m+1J_Jm+1)+ ﬁd_r m+l
4M M
= m Xm — m1 Xm 1dans ;

t t

Unsr = U sur@ ;

j_jm+1 r2n+1 d_K

K( mo1) dr m+1 N=0sur@ :
m+

K merl ( merddme) *

Notons qu'il n'est pas nécessaire pour cette algorithme d'initialiser.

3.3.4 Algorithme du point xe

Considérons le probléme suivant :

(NS3) : trouver u; pet dénis dans tels que :

u div (())+rp=Fdans ;
divlu:O dans ;

j4 ?dK

dv Kr (j49)+ K()d_r = gdans ;
| Uu=u Ssur@ ;

Coid Ak |
Kr(j49)+ K()d_r n=0sur@;

ou et sontdes constantes positives; un champ vectoriel donné egg un champ
scalaire donneé.

L'algorithme 3.3.1 est une succession de problemes de cette forme, avec

3Re 3M 4Re Re
- = — F = f+ﬂum Xm ﬂuml Xm 1 et
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Le probleme (NS3) posséde de nombreux termes non-linéaires a cause du couplage
entre |I'équation de Stokes et celle de la migration, du faite de la dépendance de

en et de l'impact direct de _sur I'évolution de la concentration des particules. On
propose d'utiliser un algorithme du point xe pour résoudre séparément un probleme

de Stokes a une viscosité donnée et un probléme de migration aonné. Dans
l'optique d'une résolution par éléments nis, nous pouvons détailler la formulation
variationnelle du probleme a n de préciser le choix de la linéarisation. Notons

V(g) = fv2 H?*() % uje = 9o

Soientu 2 V(u ), p2 L3() et 2 HY() , alors pour toutes fonctions testv 2
H3(0)3% g2 L3() et 2 H() ,laformulation variationnelle du probleme (NS3)
s'écrit :

Z z Z Z
u:v dx + ( )(_:D(v)) dx pdivv dx = F:v dx;
Z
gdiv u dx =0;
z z . Z
dx + Kr(jJ)+Hd— 2 r dx= g dx

La derniere équation peut s'écrire :
z z z Z
dx +  k(; )r r dx+ k(; J)or dx= g dx

ouk(: )= i K+-g- etk(; )= K r ()

On introduit les applications suivantes, respectivement linéaires en v; q; et

z
mq(u;v) = u:v dx;
z
a(!;u;v) = '(2D(u) : D(v)) dx;
Z
bi(v;0 = g div v dx;
z
my(; )= dx;
Z
a(;; )= rooroody
z
b(;; )= T dx

La formulation variationnelle de ce probleme s'énonce nalement :



110 3.3. RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME ORIGINAL DE PHILLIPS ET AL.

(FV)3:trouveru2 V(u ), p2 L3() et 2 HI() telsque:
m 1(u;v)+ a( ( );u;v)+ by(v;p) = m(F;v); 8v 2 H(0)%
bu(u;)=0; 892 L¥() ;
mo(; )+ ak(; i )+ b(k(; D )= mag; ) 8 2HY)

On propose alors d'utiliser I'algorithme de point xe suivant pour résoudre ce prob-
léeme non-linaire comme succession de sous-problémes linéaires.

Algorithme 3.3.2 (Algorithme du point xe - suspension newtonienne)

initialisation (i =0) :  donnée
boucle point xe (i 0): ; 1 connue
étape 1 :trouver (u;;p) 2 V(u ) L3() , solution du probléme de Stokes :

m 1 (ui;v) + ar( (i 1) uisv)+ b(vip) = m(F;v);  8v 2 Hg(0)%;
bi(ui;@ =0; 8q2L3() :
étape 2 :trouver ; 2 H() , solution de I'équation :

Mo i; )+ ak( i 4 i )+ b(k( i 1) i )=ma(g; ) 8 2HY() :

3.3.5 Ecoulement de Poiseuille plan en stationnaire

On considere I'écoulement d'une suspension entre deux plaques paralleles au plan
Oxy séparées par une longueuwl et initié par une force de pressiorf = fe,
constante. Le probléeme étant symétrique er, on travaille uniguement avecx 2
[O;L], voir g. 3.3

A

»
>

>
>

A A\

L ——
>

Figure 3.3 Géometrie Poiseuille

A l'état stationnaire, la vitesseu = u(x)e, et = (x). De plus, les tenseurs des
contraintes et des taux de déformations, et _n'ont plus qu'une composante non-
nulle, ;(x) et 4;(x). En particulier,

_ @u

=z = Gx (3.9
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On aclairementqueglu:r Ju =0 etu:r =0.Le probléme a résoudre est le suivant :

trouver ,uet dénis dans]O;L[ tels que :

= () dans]O;L[ (3.10a)
°= f; dans]O;L[ (3.10b)
- - .. o1
Ke 3% jjo°+Kijj 2—% °=0: dans]O; L[ (3.10c)
u(L)=0; (3.10d)
(0)=0; (3.10e)
2; ;0 ¢ 0 "21@0_. -
Ke 90+ j1° +Kjj @ =0;surfO;Lg: (3.10f)
On peut réarranger I'équation 8.109 sous la forme
j_jO 0 K 0
—+ —+ ——=0: 3.11
I Ke ( )
On intégre cette équation :
.o K =K.
EE : (3.12)
Jw) w

ou , et ,, sont les valeurs de et _ sur la paroi du cylindre intérieur et
w= ( w).Le choix de ,, détermine la fraction volumique moyenne .

En intégrant I'équation des moments 8.100 et en utilisant la loi de comportement
(3.109, le taux de cisaillement__est donné par :

LS (3.13)

La constante d'intégration est nulle du fait de la condition de symétrie3.10g. En
remplacent _par cette expression dans I'équation3(12 et par la loi de Krieger
(3.1),ona:

1 w= m .
1 — ; (3.14)

3| =

w
ol on note® = x=L et = 1:82(1 K =K,) = 1:82(1 K ). Il s'en déduit
nalement une équation implicite de , avec8% 2]0; 1]

RE() F(w)=0;

ou F est dé nie par
F()= @ = n): (3.15)
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(@ =0:55 (b) K =0:66
1] 3
0:6 B
e 04 \
K=0:.00 ——
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K =0:80 =04 T
0 K =0:95 -~ 0 =0:6 o
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x=L x=L
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Figure 3.4 Pro| vertical de concentration et de vitesse verticale sur un
écoulement de Poiseuille plan pour une suspension newtonienne : (a) in uence du
paramétreK sur pour =0:55; (b) in uence de la valeur moyenne sur pour

K = 0:66; (c) in uence du paramétre K sur u pour = 0:55; (d) in uence de la
valeur moyenne sur u pour K = 0:66.

Remarquons qud~ est strictement croissante puisque, pour tout 2 [0; [ :
— 1 1
Fo( )_ - ( m ) ( m ) >0
m

car < 0. La fonction F est donc inversible et la fonction réciproqué& ! est elle-
méme croissante. On en déduit de I'équation implicite3(14 que décroit avec
l'abscissex et croit avec la valeur . En particulier, la valeur moyenne croit

naturellement avec la valeur ,,. Pour une valeur de ,, et de ® données, on peut
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aisément calculer numériguement la solution de I'équation 3.14 en utilisant un
algorithme de Newton en tant que zéro de la fonction :

G.a( )=%F() F(w):

Si I'on se donne , la concentration sur le cylindre interne ,, est inconnue, on peut
alors raisonner par dichotomie sur la valeur de,,. On se donne une valeur initiale

de = &, on calcul numériquement la solution ° = G (g) .k(O) puis 0 par une
W

formule de quadrature. Par croissance de en fonction de , si °< , on réitére
le procédé en partant avec ,, = W > O etsi 0> " on réitere le procédé en
choisissant ¢’ < . on arréte le processus Iorsqq’e—(k) ~j est inférieur a une
certaine tolérance. Cette opération a été utilisée a n de visualiser sur les gur8s4

(a)-(b) Iin uence du choix de K = K=K etde sur

Nous voyons sur la gure3.4 (a) que, pour une valeur de xée, I'e et de migration
s'accentue avec la valeur d& et que les particules migrent des zones les plus
cisaillées (les parois) vers les zones les moins cisaillées (I'axe de symétrie). Sur la
gure 3.4 (b) nous constatons, aK xé, quelque soit la valeur de , la migration

vers I'axe de symétrie est maximale, la concentration atteint sa limite,,. Pour des
valeurs faibles de , la répartition est trés hétérogéne puisque la concentration varie
sur un intervalle de valeurs important. Pour des concentrations proches dg,, la
migration est plus hétérogéne puisque la densité moyenne de particulesst déja
proche de I'état de saturation .

Par dé nition de _ (3.9, on a

En intégrant cette équation entrex et L et en utilisant la condition d'adhérence aux
parois (3.10d, on obtient la vitesse verticale :

Z «
ux) = f — dx;
X
soit encore en adimensionnel :
Z, «
0(R) = —~ ¥
R
oun= ﬂ_—ozu, o= ()et”r= = o Surles gures3.4(c)-(d) sont tracés di érents

pro Is de vitesses verticaux en fonction des paramétrég et . Sur la gure 3.4(c)
est xé et nous faisons varier le paramétr& . Nous constatons que pluK est grand
et plus le prol de vitesse est aplati autour de I'axe de symétrie. Ces proIs sont
en parfaite corrélation avec le graph8&.4 (a) puisque la concentration en particule
décroit avecx. A fortiori la viscosité est trés élevée autour de I'axe de symétrie
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puis décroit trés rapidement. Le uid est trés visqueux au centre, ce qui explique
un pro | tres aplati. Pour les plus grandes valeurs d&, le pro | de vitesse rappelle
celui obtenu avec un uide de Bingham (voir g. 1.6 du chapitre 1) qui apparait
comme le cas limite ou la partie aplatie de la courbe est horizontale.

3.3.6 Ecoulement de Couette
Ecriture du probléme

On considere I'écoulement d'un uide placé entre deux cylindres concentriques, le
cylindre intérieur tournant a une vitesse angulaire . On note R le rayon du cylindre
extérieur et kR celui du cylindre intérieur aveck < 1, voir g. 3.5

>

Figure 3.5 Géométrie Couette

Dans le cas d'un écoulement de Couette, la vitesge= u (t;r)e et = (t;r),our

est la composante radiale dans le systéme de coordonnées cylindriques letvecteur
unitaire tangentiel de la base cylindrique. De plus, les tenseurs des contraintes et
des taux de déformations, respectivement et _ n'ont qu'une composante non-
nulle, respectivement , (t;r) et | (t;r). Dans la suite de ce calcul, on omettra
I'indexation en etr eton notera simplementu; et _les composantes non-nulles
deu, et . De plus, on note! = u=r la vitesse angulaire. En particulier,

(tr)= %u u_,aw

T (3.16)

Dans cette situation, les termegu:r )u et u:r  sont clairement nuls. Le probléme
a résoudre est le suivant :

trouver ,wet dénisdans]0;T[ ]O;R] tels que :
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= ()i dans]O;T[ JO;R[

(3.17a)
@ew 1 @ , ,_ .. . .
r @t ﬁ@’(r )=0; dans]0; T[ ]0;R[
(3.17b)
@_3-2@ 2@ ] . .@ .. ,1@ @ ) . .
@t T ar r Ke @+ u@r +Kjj @ ar ; dans]O; T[ ]O;R[
(3.17c)

w(t;kR) = ; dans]O; T[;
(3.17d)
w(t;R) =0; dans]0; T[;

(3.17€)
Ke @r+ J_j@r +Kijj @ @r 0;sur]o;T[f kR;Rg;
(3.17f)
w(0;r) = Winit (r); dans]0; R[;
(3.179)
(O;r) = it (r); dans]O; R[;
(3.17h)

ou Wit et it sont des conditions initiales pour la vitesse et la concentration de
particule et ou la loi ( ) est donnée par 8.1). La condition initiale i,; détermine
la fraction volumique moyenne qui est constante au cours du temps. La condition
(3.179 correspond a un ux nul au niveau des parois cylindriques.

Solution stationnaire

Une solution analytique peut étre trouvée dans le cas stationnaire. En stationnaire
wtr) = w(), (Gr)= (1), (tr)=_(r), (Er)= () et@ =@+ 0, @Qw=@H
0. L'équation (3.179 devient une équation di érentielle ordinaire non-linéaire du
premier ordre, qui correspond a la condition que le ux total est nul partout dans
la suspension,

1d

Ke 3% jJ°%+Kj] Z—d— °=0; dans]O;R[:

On peut réarranger cette équation sous la forme

(3.18)
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En intégrant (3.18, on obtient

i

Jwl w

; (3.19)

ou , et , sont les valeurs de et _ sur la paroi du cylindre intérieur et
w= ( w). Le choix de ,, détermine la fraction volumique moyenne .

L'équation des moments 8.17b s'écrit en stationnaire :
(r2)°=0:

En intégrant cette équation et en utilisant la loi de comportement3.179, le taux
de cisaillement__est donné par :

<. (3.20)

ou C est une constante d'intégration. On remplace dans I'équatiorB(19 _ par son
expression et par la loi de Krieger 3.1 :

P 1 W=
- = — _— . 21
w k& 1 =, ' (3.21)
ouonnoter=r=Ret =1:82(1 K =K;)=1:82(1K 1).Ils'endéduit nalement
une équation implicite de , 8f 2]k; 1[

F() gF( w)=0; (3.22)

ou F est la fonction dé nie en @.15. Des remarques faites suf- et sur sa
réciproque, on en déduit ainsi de I'équation implicite3.22 que  croit avec le
rayon et avec la valeur ,,. On procéde comme pour le probleme de Poiseuille pour
calculer numériquement la solution de I'équation3.22 en combinant un algorithme
de Newton avec une recherche dichotomique sur la valeuy. Les gures 3.6 (a)-
(b) présentent les pro Is de concentration obtenus en fonction des parameétiéset .

Nous constatons depuis la gure3.6 (a) que, comme pour le probleme de Poiseuille,
pour une valeur moyenne xée, I'e et de migration est d'autant plus important

gue K est grand. Les courbes illustrent bien la tendance des particules a migrer
des zones les plus cisaillées (ici le cylindre intérieur en rotation) vers les zones les
moins cisaillées (le grand cylindre xe). PouK = 0:2 la migration est faible et la
répartition radiale des particules est quasi-homogenes. Polr = 0:8 la migration

est maximale au niveau du grand cylindre puisque la concentration des particules
atteint la valeur maximale |,. Surla gure 3.6 (b) nous constatons, &K xé&, que la
migration est trés importante pour de faibles valeurs de concentrations moyennes. A
plus forte concentration, la migration est limitée par la fraction volumique maximale

m-
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Figure 3.6 Pro lradial de concentration et de vitesse angulaire sur un écoulement
de Couette pour une suspension newtonienne : (a) in uence du parametfesur
pour = 0:55; (b) inuence de la valeur moyenne sur pour K = 0:66; (c)
in uence du parameétreK sur! pour = 0:55; (d) in uence de la valeur moyenne
~ sur! pour K =0:66.

Du calcul numérique de (r) se déduisent les valeurs de = ( (r)) et on peut
calculer successivement par des formules de quadratule) et ! (r). Il faut calculer
la constance d'intégrationC de I'équation (3.20. Par dé nition de _ (3.16, on a

o= ©

r3 -

En intégrant cette équation entre le cylindre intérieur { = kR) et le cylindre ex-
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térieur (r = R) et en utilisant les conditions aux parois 8.17d et (3.17¢, on obtient

C= Zx (3.23)
1
3 dr
kR T
d'ou
Al o1
- =1
1
r2 — dr
T
ou” = = etf=r=R. En intégrant cette fois-ci entrer = kR et r, on obtient la
vitesse angulaire
Zan
"= =dr+1
K T
ouM = 1= . Sur les gures 3.6 (c)-(d) sont tracés di érents prols de vitesses

angulaires en fonction des paramétres et K. Sur la gure 3.6 (), est xé et
nous faisons varier le paramétr&. Nous constatons que plu& est grand et plus le
pro | de vitesse est aplati vers I'extérieur du cylindre. Ces pro Is sont en parfaite
corrélation avec le graphe3.6 (a) puisque la concentration en particule croit avec
le rayon. A fortiori la viscosité croit trés rapidement et le uide devient vite trés
visqueux, ce qui explique un pro | tres aplati. Comme constaté sur la gur8.4 (a)
pour le probleme de Poiseuille plan, pour les plus grandes valeursKigles pro Is
de vitesse ressemblent a des écoulements viscoplastiques.

Evolution au cours du temps

On s'intéresse maintenant a I'évolution de la vitesse et de la concentration au cours
du temps. La discrétisation en temps utilise l'algorithme3.3.1 et la résolution des
probléemes non-linéaires a chaque pas de temps est faite par l'intermédiaire de l'al-
gorithme du point xe 3.3.2 Les parametres numeériques utilisés dans cette exemple
sont résumeés dans le tableaB.1
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Quantités physiques symbole valeur unité
rayon des spheres a 675 m
densité du solvant et des sphéres 1182 kg.m?3
viscosité du solvant s 495 Pa.s
rayon cylindre extérieur R 2.38 cm
rapport rayon cylindre intérieur/extérieur k 0.2689 -
concentration moyenne B 0.55 -
nombre sans dimension ux de collision Kec 0.41 -
nombre sans dimension gradient de viscositée K 0.62 -
vitesse de rotation du cylindre intérieur 100 2 min !

Table 3.1 Grandeurs numériques utilisées pour la modélisation d'un écoulement
de type Couette d'une suspension newtonienne.

On suppose qu'at = 0, it = = 0:55 partout et que le uide est a l'arrét :
upnit = 0. En choisissantU = R comme vitesse caractéristique, on obtient de la
table 3.1 que

o= ()=100:55Pa.s en utilisant la loi de Krieger (3.1);

R2
M = =1912:64;
K a2 912:64;
K= K=K =0:66
Re= UR =0:07:

0

On noteran = t=2 le nombre de tours realisés par le cylindre intérieur au temps
t.
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(a) (b)
1 T
m n= 50
N=100 -
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0:6 08 - n =800 b
0:6
i}
0:4 0:4
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N=100 - 0:2
n =200
n =800
0:2 sol. stationnaire 0 SN
k 0:4 0.6 0.8 k 0:4 0.6 08 1
r=R r=R
Figure 3.7 Evolution du pro | radial de concentration et de vitesse angulaire

sur un écoulement de Couette pour une suspension newtonienne : (a) pro | radial
de concentration ; (b) pro | radial de la vitesse angulaire! .

La gure 3.7 présente I'évolution de la fraction volumique en (a) et I'évolution de

la vitesse angulaire en (b) pour di érents nombres de tours e ectués par le cylin-
dre intérieur en rotation. Les pro Is stationnaires sont rapidement atteints. Sur la
gure 3.7 (a), la solution stationnaire obtenue depuis I'équation implicite .22 est
également tracée. Nous observons que la solution numérique obtenue par la méth-
ode des éléments nis tend bien vers cette solution, ce qui valide le code et la
méthode numeérique utilisés. Aprés 800 tours, la solution change presque plus, on a
i, <108

3.4 Suspension non-newtonienne

Les uides en suspension n'ont en réalité pas toujours un comportement de type
newtonien. Lorsque la présence de particules, grains ou cristaux est su samment
importante, le comportement peut devenir de type viscoplastique. C'est en particulier
le cas pour les coulées de lave volcanique, vditu[74] et [SWPO6§. La présence
des particules peut créer un e et de seuil capable de bloquer I'écoulement du uide
lorsque ses contraintes sont trop faibles. Les travaux sur la compréhension de la
migration de suspension dans un uide a seuil ne sont pas nombreux. On utilisera
les résultats e ectués dansWW85] qui donnent des relations empiriques entre la
contrainte seuil et la densité de particules. Ces travaux sont nhotamment repris dans
[PS9] pour déterminer les propriétés rhéologiques du magma, dam®J[95] ou

I'on trouve un certain nombre de résultats expérimentaux et dand@MO01] ou I'on
trouve des résultats expérimentaux sur de la lave basaltique. On trouve également une
these sur le sujet\YulQ] qui passe en revue la plupart des travaux e ectués autour
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de ce theme et propose un procédé pour construire les lois rhéologiques autour des
suspensions dans des uides non-newtoniens.

3.4.1 Probleme au limite

Ecrivons le probléme complet d'une écoulement d'une suspension viscoplastique
incompressible. Pour faire simple, on considére des conditions de types Dirichlet
pour la vitesse et des conditions de ux de migration nul aux frontiéres pour la
fraction volumique de particule. On pourra naturellement adapter les méthodes
numériques développées pour ce probleme avec d'autre type de conditions aux
frontieres sur la vitesse. On se place toujours dans le cas de suspension constituée
de sphere solide de rayoa. On suppose que la consistance et la contrainte seuil
dépendent de la concentration. Le probléme est le suivant :

trouver u, p, et dans]O;T[ tels que:

= K( )j2D(u)j ¥ 2D(u)+ of )2l sij2D(u)j 6 0;

2D (u)j
b () sinon,
%t+(u:r Ju div. +r p=fdans]O;T[ ;
div u= 0 dans]O; T[ ;
@ . . a4 2dK o
@t+ ur dv Kea r (j4)+K K() d r =0 dans]O; T[ ;
u=u surlg;T[ @ ;
2y 7 2
Kea® r (j4)+ K aKJ(_J) C:j—Kr n=0surl0;T[ @;

u(t =0) = uj,y dans ;
(t=0)= i dans ;

ouu , Uit et ixit sont des conditions limites et initiales données.

On peut étendre la loi de KriegerKri72] pour la consistance :
1:82
K()=Kg 1 — ;
m

ou K4 = K(0) est la consistance du solvant.
Pour la contrainte seuil, on8utilise la loi empirique de Wildemuth et al.\[VW85].
% +1 si m
= 1 1=p
ofl )= A —52 = si 2] ¢ ml (3.24)

-0 Si c
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ou . est la concentration minimale pour que le uide devienne viscoplastique, en
dessous de cette concentration, la quantité de cristaux est insu sante pour créer
un e et de blocage et le uide est de type newtonien eA et p deux parametres
empiriques.

3.4.2 Adimensionnement du probleme

Comme il a été fait pour les suspensions newtoniennes, nous travaillerons sur le
probleme sans dimension. Les variables et inconnues sont adimensionnées comme
dans la sous-sectio.4.2 La loi de consistance est adimensionnée par sa valeur en

init -

K( )= KoK()
ol K est donnée et vérieK ( ;) = Ko.

Pour la contrainte seuil, nous ne pouvons pas l'adimensionner de fagon analogue
car la loi de Wildemuth et al. (3.29 fait intervenir un seuil qui est nul lorsque

la concentration est inférieure a une concentration minimale .. On utilisera le
parameétre A de la loi pour adimensionner la contrainte seuil :

o )= A~():

On suppose que les relations= Ko " = P sont véri ées et on introduit les

nombres sans dimension spéci ques au probleme :

A AL"
Bi = —= ; le nombr Bingham
i KOun,eobede ingha
U2 n
Re= = KU 5, le nombre de Reynolds

Les nombres sans dimensiol et K sont identiques au probléeme newtonien. On
obtient nalement le probléme sans dimension suivant :

trouver o, p, ~et dans]O; T[ ~ tels que:

( S . o
~= K()j2D(e)] *"2D(x) + Bi ~o( )p e Si12D(e)j 6 0;

i~ Bi ~() sinon,
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Re %Jr(uzrv)u div ~+ rrp= rdans]O;T[ ~;

div o= 0 dans]O; T —;

@ - T 2dk -
M ——+ur div K r- + —r =0 dans]o; T :
a@ ()] © d 10; T{
' g=t sur]0;T] @;
.t 2 .
Kr(jJj)+ J_IIC z—Kr wm=0sur]0;T] @;

t(t=0) = iy dans 7
(t=0)= i dans™:

Sauf en cas d'ambiguité, nous omettrons les tildes dans la suite.

3.4.3 Approximation en temps

Comme dans la sous-sectio®.3.3 on discrétise le probleme en temps a l'aide d'un
schéma BDF2 et de la méthode des caractéristiques a l'ordre 2.

Algorithme 3.4.1 (schéma BDF2 - suspensions viscoplastiques)

initialisation (M= 1;0): U 1= Up:= Ujnt € 1= o= it donnés
boucle en temps (m O0): Uy 1, Un, m 1 €t o, €tant connus, trouverupm.q,
Pm+1 €t m+1 dans tels que

8
mit = K me)imet] " men) # Bi o me1))i=o  Sij me1j60;
) J _m+1
"] mer) Bioo( me1) sinon,
3Re ) 4Re Re
2_tum+1 div ( msr)+ T Pmer = F + 2_tum X'm 2_tum 1 Xm 1 dans ;
div Um+1 =|O dans ;
3M _ o Jdmet 2e1 dK '
21 me AV K mar Coaldna) ¥ S0 0T na

a4M M
:ﬂm mﬂmlXmldans;
u"]” =u Sur@;
j_jm+1 I?n+:l_d_|<r

K( ) d m+1 n=0sur@:
m+

K merl (merldpe) *

Notons qu'il n'est pas nécessaire pour cette algorithme d'initialiser.
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3.4.4 Méthode du Lagrangien augmenté adapté aux suspen-

sions
Nous allons adapter la méthode du Lagrangien augmenté aux suspensions viscoplas-
tiques de facon analogue a ce qu'il a été fait dans la sous-secttofh.2du chapitre 2

concernant la méthode du Lagrangien augmenté adapté aux uides non-isothermes.
Considérons le probleme :

(P3) : trouver ; u; pet dénisdans tels que :

8
S = AQ)id T+ B( )ji sij160;

“ij B() sinon,

u+u div +rp=Fdans ;
divlu:O dans ;

. .. jd ?2dK a _
dv Kr (j9+ K()d_r = gdans ;
| u=u sur@ ;
LY |
Kr(H)+K()dr n=0sur@;
ou ; sont des constantes positives; un champ vectoriel donné,g un champ

scalaire donné etA et B deux fonctions deR dansR+.

L'algorithme 3.4.1 est une succession de probléme de cette forme, avee 3R

2t
4Re Re 4M M
:MF:f"'ﬂum Xm ﬂum 1 Xm 1yg:ﬂ m Xm _t m1 Xm 1

2t
A()=K()etB( )= Bi o ). On propose de faire comme pour l'algorithme
2.4.3un découplage des équations de rhéologie de I'équation du migration par une
méthode du point xe. Par contre, contrairement au probléme non-isotherme, I'al-
gorithme est plus e cace en résolvant partiellement a chaque itération du point
xe le Lagrangien augmenté sur les équations de rhéologie plutdét que d'e ectuer
une seul itération comme cela a été proposé sur le probléeme non-isotherme. L'algo-
rithme ci-dessous est une sorte de compromis intermeédiaire entre l'algorithia&.2

et l'algorithme 2.4.3 Dans la pratique, un tolérance de convergence du Lagrangien
augmenté de l'ordre del0 4 donne de trés bons résultats. Ce critére de convergence
n'est pas trop codteux en itération du Lagrangien augmenté car cette tolérance est
atteinte pendant le premier régime de convergence. Le taux de convergence diminue
ensuite drastiquement et il serait inutile de chercher une meilleur précision a chaque
itération du point xe. La tolérance 10 4 semble étre un bon compromis.
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Algorithme 3.4.2  (Algorithme du Lagrangien augmenté/point xe pour les suspensions)

initialisation point xe (i=0): o, oet odonnés
boucle point xe (i 0): ; 1, j 1€t ; 1 connus
étape 1 :trouver (ui;p) 2 V(u ) X , solution a convergence partiel du
Lagrangien augmenté :
initialisation Lagrangien augmenté (k=0): 0= i1, o= 16t
i 1.0= i 10 donnes
boucle Lagrangien augmenté (k  0): ik 1, ik 1€t ik 1 coONNUs
étape 1A :trouver (Uix;pix) 2 V(u ) X , solution du probleme de Stokes :
Z Z Z
1 Uvdx+2r  D(uik): D(v) dx . pik div v dx

Lk 1(v); 8v 2 V(0);

0; 8q2X:

g div uy dx

ou on a posé :
Z Z

lix 2(v) = F v dx (ik 2 T ik 1):D(v) dx
étape 1B :calculer

ik(X) = Para 008 100 (i 1+ 12D (Uix)) (X); ppXx2

(ou le projecteurP est donné par la dé nition (1.19 du chapitre 1).

étape 1C :calculer :
ik = ik 1t r@2D(Uix) k)
étape 2 :trouver ; 2 HY() , solution de I'équation variationnelle
ma( i )taek( i 154 1) 5 )rb(K( i 15 1) i )= mag; ) 8 2HY) ;
(3.25)
ouk(; )= jj K+ m%—K etk(; )= K r (j_]). Les notationsm,; a,
et b, sont dé nies a la pagel09.

Pour la résolution discréte, nous prendrons les mémes espaces que dans la cas
isotherme :u, 2 V,, et , 2 D(Wy), pn 2 Qn (notations introduites dans la
section 1.9 du chapitre 1) et nous utiliserons des élémenf, C° pour la concen-
tration discréte, 2 Vi, OU:

Vip = fs2 HY( 1); sk 2 Pa; 8K 2 Th:

Remarquons que comme_est approchée par des élémenk discontinus, le terme
r (j _nj) n'est pas directement calculable. On calcule d'abord la norme dg discréte
nn projetée dans I'espacé’l;%, depuis la fozrmulation variationnelle :

NpVyp dX = pjVh dX;
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ou vy, est une fonction test deVi.,. On remplace ensuite le calcul de (j_,j) par
r (nn), ce qui permet d'avoir une approximationP;  C° du gradient de .

3.4.5 Résultats numériques

On considére le probleme de Poiseuille. Les deux plaques sont paralleles au plan
Oxy et séparées par une longuelL et initié par une force de pressiori = fe,
constante. Le probléme étant symétrique er, on travaille uniquement avecx 2

[0; L]. On modélise cette fois I'évolution en temps de la concentration et de la vitesse
en supposant que = (t;z) etu = u(t;z).

Viscosité dépendante

On suppose dans cet exemple que= 1, la consistance correspond donc a une vis-
cosité. On suppose que cette viscosité suit la loi de Krieg&.1) et que la contrainte
seuil est constante. On xera dans cet exemple = 0:55 Bi = 0:2, K = 0:66,

M =1000et Re=0:01

(a) (b)
‘ ‘ 0:6
N t= 0 — |
t-: 10 ............ 0:5
t= 25
By S0 t= 50
0:6 £=100 - | S E——
-
| Lo03
)
0:5 R 0:2
e t= 5
. t-: 10 ............
Ol t= 25
t= 50
oa 0 t=100 -~~~ \
0 Bi 04 06 08 1 0 Bi 04 06 08 1
x=L x=L

Figure 3.8 Evolution du pro| vertical de concentration et de vitesse sur un
ecoulement de Poiseuille pour une suspension viscoplastique dont la viscosité dépend
de la concentration : (a) pro | vertical de concentration ; (b) pro | vertical de la
vitesseu.

On observe sur la gure3.8 que la concentration n'a pas changé dans la partie
de I'écoulement sous le seuil de contrainte. Ce résultat était prévisible puisque par
dé nition, dans la zone rigide, = 0, toutes les particules avancent en blocs mais
restent xes, sans collision. A I'extérieur de la zone rigide, le uide se déforme
comme un uide newtonien, et le pro | qui s'installe est similaire au cas newtonien
(voir g. 3.4), simplement, la migration maximale ne se situe plus au niveau de
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I'axe de symétrie mais a la frontiere de la zone rigide. Il existe peu d'expériences
de laboratoire sur les suspensions viscoplastiques pour véri er si ce type de prol
apparait réellement. Nous pouvons citer Ovarlez et alOBCC12] qui ont réalisé une
expérience de Couette avec une suspension viscoplastique. Les pro Is de vitesses et
de concentrations sont donnés sur leur gure 6. Il semble qu'une partie des particules
aient migré dans la zone morte. Les forces élastiques pourraient étre la raison de cette
instabilité. Par ailleurs, comme le mentionnent Coussot et Ancey dan€f99], les
mesures expérimentales sur les suspensions a seuil sont tres délicates et un nombre
important de facteurs peuvent parasiter I'expérience : des e ets de glissements au
niveau des parois, des e ets de fractures, de sédimentation, d'évaporation, e ets
d'arétes,...

Consistance et seuil dépendants

On suppose dans cet exemple que = 1, la consistance correspond donc a une
viscosité. On suppose que cette viscosité est constante et que la contrainte seuil suit
la loi de Wildemuth et al. (3.24. On xera dans cette exemple =0:4, .= 0:5,

Bi =0:5 K =0:66, M =1000 et Re = 0:01 Dans cet exemple, la suspension est
au départ newtonienne puisqueo= =0:4< =0:5.

On observe sur la gure3.9 que la migration est maximale vers I'axe de symétrie.
Localement, la concentration dépasse la valeur, et I'e et de seuil apparait et
s'élargit ensuite progressivement. Une discontinuité apparait lorsque= . et la
concentration passe a la valeur maximale,. A I'apparition du seuil, lorsque > ¢,
la valeur dej j est discontinue, et le terme (j _j) peut engendrer cette discontinuité
dans la migration.

3.5 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre au point des algorithmes pour la modélisation des
suspensions newtoniennes et non-newtoniennes avec une rhéologie qui dépend de
la concentration en particules. Le cadre newtonien posséde des modeles de plus en
plus sophistiqués et précis et un nombre important de résultats expérimentaux.
Dans le cas viscoplastique, un modele di usif comme celui proposée paAB ™ 92
nécessite slrement d'étre modi é et adapté. Les deux calculs e ectués dans ce
chapitre pour des uides a seuil proposent donc une base exploratoire qu'il sera
intéressant de comparer a de futures expériences.

La suite de ce document concerne la modélisation des écoulements gravitaires a
surface libre de faibles épaisseurs, c'est a dire de rapport d'aspect petit. Le chapitre
4 présente une réduction asymptotique des équations de viscoplasticité dans le cas
isotherme sur une topographie arbitraire.
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(@) (b)
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Figure 3.9 Evolution du pro| vertical de concentration et de vitesse sur un

ecoulement de Poiseuille pour une suspension dont la contrainte seuil dépend de la
concentration : (a) pro | vertical de concentration ; (b) pro | vertical de la vitesse
u.
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Présentation de l'article

Ce chapitre porte sur I'écoulement des uides viscoplastiques de faible épaisseur
et a fait I'objet d'un papier [BSS13 qui est présenté ici. Celui ci se décompose
principalement en deux grandes parties. Une premiére partie aborde le probleme
de la réduction asymptotique des équations d'Herschel-Bulkley tridimensionnelles
a surface libre sur une topographie générale. A linverse des modeéles de type
Saint Venant ( shallow water ), lI'approximation retenue suppose que le uide est
laminaire, les termes visqueux sont maintenus tandis que les termes d'inerties sont
négliglés. Ces hypotheses sont cohérentes avec le contexte des laves qui sont des
uides principalement visqueux. La réduction asymptotique conduit a une unique
équation bidimensionnelle sur la hauteur de uidéh et sur ses dérivées. Les autres
grandeurs comme la vitesse, la pression et les contraintes se déduisent ensuite
explicitement en fonction deh. L'équation est de type parabolique non linéaire et

la deuxieme partie de l'article s'intéresse la résolution numérique de cette équation.
Une méthode implicite d'ordre 2 en temps est proposée pour résoudre ce probleme,
couplée a une méthode d'adaptation de maillage pour capturer tres précisement le
coutour de la ligne de contact du uide. La non linéarité du probleme est résolue
par une méthode de type point xe sous-relaxé. Le modeéle numérique permet ainsi
de prédire le comportement a long terme jusqu'a l'arrét total du uide par e et de
seuil. L'approche est ensuite testée sur deux expériences réalisées en laboratoire.
A la suite de l'article, une section supplémentairel.5 est ajoutée et propose une
nouvelle méthode plus e cace pour résoudre les non linéarités du probleme réduit
grace a l'algorithme de Newton.

Remarque : dans cette articule et dans le reste de la these, la contrainte seuil est
notée , au lieu de o.
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Numerical modeling of shallow non-Newtonian

OWS :
Part Il. Viscoplastic uids and general
tridimensional topographies,

Noé Bernabeu, Pierre Saramito and Claude Smutek
December 4, 2014

Abstract A new reduced model for the shallow tridimensional vis-
coplastic uid owing on a general topography is presented in this pa-
per. A second order and implicit time-dependent numerical algorithm
is proposed to solve this problem, providing an auto-adaptive mesh fea-
ture for caching accurately the evolution of front position and predict
accurately the long-time behavior and the arrested state of the model.
This approach was tested on two ows experiments and compared to
experimental measurements. The rst study shows the e ciency of this
approach when the shallow ow conditions are fully satis ed while the
second one points out the limitations of the reduced model when these
conditions are not satis ed.

4.1 Introduction

The study of shallow ows is motivated by numerous environmental and indus-
trial applications. For Newtonian uids, this problem was rst motivated by hy-
draulic engineering applications. In 1887, Barré de Saint-Venard$V7]] introduced

for fast Newtonian ows the shallow water approximation, driven by inertia terms
while viscous e ects are neglected. The original technique, based on an averaged
ow-depth, has been extended to the more general asymptotic expansion method.
It leads to the same governing equation at zeroth expansion order, but furnishes
a more general theoretical framework for the derivation of reduced models. More
recently slower Newtonian ows Hup82 and the e ect of viscous terms GPO1]
were investigated. But only the more complex non-Newtonian case approaches the
complexity of both the manufacturing processes (concretes, foods) and the environ-
mental applications (e.g. mud ows Cou94 LC97], volcanic lava [Gri00, VNB* 08],
dense snow avalanche#&\ipc01] or submarine landslidesHLL96]). Concerning non-
Newtonian rheologies, shallow approximations of the dam break problem were rst
studied for a viscoplastic uid by Lui and Mei [LM90] and revisited by Balmforth and
Craster BC99]. See BCRS06ANc07] for recent reviews on this subject anddRFN-
NRV12] for some recent theoretical avances. One may also note the recent interest
for the Bostwick consistometer used in food industryPer05BCP* 07]. The 2D hor-
izontal dam break problem was used as a benchmark test : the nonlinear reduced
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equation obtained by the asymptotic method in the shallow limit does not admit
an explicit solution and composite HG98] or autosimilar solutions HP04, ACAQ9]
were proposed instead (see alsAQ09)).

Thus, a direct numerical resolution without any simpli cation is of the utmost in-
terest to fully solve such a nonlinear problem. Let us mention the computation of
the arrested state MHO7] by a specic nite di erence scheme. Nevertheless, the
proposed numerical procedure bases on some speci c features of the solution of this
benchmark and do not extends to a more general situation, such as non-constant
slopes or 3D topographies. Some authors explored speci ¢ 3D topographies by using
a speci ¢ axisymmetric coordinate systems : a curved chann@llY01] or a conical
surface YMO04] was explorated in that spirit. These author used a nite di erence
discretization scheme and then, an alternating direction algorithm for solving the
resulting algebraic nonlinear set of equations. This numerical approach was next
reused in BCRSO04 for similar 3D computations.

The aim of this paper is to bring a new robust and e cient numerical method for the
resolution of the shallow approximation of 3D viscoplastic ow problem on a general
topography. It extends a previous numerical work preformed on the horizontal 2D
dam break problem §SC13. The present numerical scheme provides a fully auto-
matic space-adaptive feature which enables an accurate capture of the evolution of
front position and also is able to predict accurately the long-time behavior and the
arrested state of the model.

This manuscript has been divided as follow : Section 1 introduces the problem
statement and the reduced problem obtained after the asymptotic analysis under the
shallow ow approximation. Section 2 develops details of the numerical resolution of
this nonlinear problem. Section 3 presents the numerical results and two comparisons
between the present theory and experiment measurements available in the literature.

4.2 The reduced problem for a general 3d topogra-
phy
4.2.1 Problem statement

The Herschel-Bulkley HB26] constitutive equation expresses the deviatoric part
of the stress tensor versus the rate of deformation tensoras :

(

= Kjj" '_+ y when_60;

4.1
iy otherwise. (4.1)

whereK > 0 is the cor?§istency,n > 0 is the power-law index and y is the yield
stress. Herg j = ((1=2) ,31 _, )" denotes the conventional norm of a symmetric
tensor in mechanics. The total Cauchy stress tensor is= p:l + wherep is the
pressure and the identity tensor. Whenn =1 and , =0, the uid is Newtonian
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and K is the viscosity. For a generah > 1 and when y = 0, the model describes
a power-law uid. When n =1 and y 0O, this model reduces to the Bingham
one Bin22]. The constitutive equation @.1) is completed by the conservations of
momentum and mass :

(@u+(urr)u) div( pil+ ) g; 4.2)
divu = 0; (4.3)

where > 0 is the constant density andg is the gravity vector. There are three
equations @.1)-(4.3) and three unknowns , u and p. The corresponding problem is
closed by de ning the boundary and initial conditions.

Figure 4.1 Schematic view of a ow on a variable topography.

The ow over a variable topography is considered (see Fig.1). For any time t > 0,
the ow domain is denoted asQ(t). We suppose thatQ(t) can be described as :

QM =f(xy;z)2  Rif(xy)<z<f (xy)+ h(t:xy)g

where is an open and bounded subset &2. Here,f denotes the topography and
h the ow height. The boundary @ @t) splits in three parts : the bottom relief g,
the top free surface ¢ (t), and the lateral part ,(t), de ned by :

f(x;y;z) 2 R; z=f(x;y)g
f(x;y;z) 2 R; z=f(xy)+ h(t;x;y)g
f(xy;2)2@ R; f(xy)<z<f (x5y)+ h(t;xy)g

£ (1)
w(t)

For any t > O, the boundary conditions expresses the non-slip condition on the
bottom and lateral boundaries and the null stress on the free surface :

c
1

Oon <[ w(t) (4.4)
0 on ¢(t) (4.5)
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where is the unit outward normal on @ @t). It remains to describe the evolution of
the free surface. It is convenient to introduce the level set function that expresses
as:

‘(txy;z)=z f(xy) htxy):
Notice that the zero level set, wheré (t;Xx;y; z) = 0, is exactly the free surface. The

level set function is transported by the ow :@ +u r ' =0;. On (t), where
z = f + h, this writes :

@+ u@(f + h)+ uy@(f +h) u,=0; 8> 0and(x;y)2 : (4.6)
This transport equation for the heighth is completed by an initial condition :
h(t =0;x;y) = hint (X;y); 8(Xy) 2 . (4.7)

whereh;,; is given. The set of equation is nally completed by an initial condition
for the velocity u :
u(t=0) = Ui in Q(0) (4.8)

The problem expresses as . nd¢h, , u and p satisfying (4.1)-(4.8).

4.2.2 Dimensional analysis
The dimensionless procedure

In this paragraph, the asymptotic analysis, introduced by Lui and MeillM90] and
revisited by Balmforth and Craster BC99 for a bidimenional ow on a constant
slope, is here extended to the case of tridimensional ow on a arbitrarilly topography.
Let H be a characteristic length of the bidimensional domain and H a charac-
teristic height of the ow. We introduce the dimensionless parametet = H=L.
Let U = gH3=(L) be a characteristic ow velocity in the (x;y) plane, where

= K (U=H)" ' is a representative viscosity andy = jgj is the gravity constant.
Replacing this expression of, we obtain :

gH? *

U=
KL

H

Let W = "U be a characteristic velocity in thez direction, T = L=U a characteristic
time, and P = gH a characteristic pressure. The problem is reformulated with
dimensionless quantities and unknowns, denoted with tildes :

X=Lxy=Lyz=Hzt=Ttp=Pp;h=HR;
Uy = Utk; Uy = Uty U, = "Uty:

Notice the non-isotropic scaling procedure for the coordinate and thez vector
component of the velocity vectoru. The dimensionless rate of deformation tensor
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~ is also related to its dimensional counterpart = r u+ r u' by the following
non-isotropic relations :

_ (U=1)Z ;  2fxyg
2 (U=H)Z,; 2fxyg
_zz (U=L)
The scalling procedure for the deviatoric part of stress is similar :

= (U=L)~ ; ,; 2fxyg
; = (U=H)~;; 2 fXx;yg;
2z ~ (U:L) ~2z-

The constitutive equation

The dimensionless rate of deformation tensor can be expressed versus the dimen-
sionless velocity as :

Z = @ +@u; ; 2ixyg
T, = @ +"@u;  2fxyg;
Tz = 2@y
The tensor norm scales asj: j = (U=L)j7j. Using (4.3), we get :j=j = " 'E where
E = "}(@+ @)’ +2"3(@)* + 2"4(@ty)°

F2" @ty + @tty)2+ (@t + "2@b)2 + (@t + "2@tt,)? 2

Let us introduce the Bingham dimensionless numbeBi that compares the yield
stress y to a characteristic viscous stresdJ=H :

H— YH — v 1 ¥y .
Bi = TR g_H
We suppose thatBi = O(1) in ". This hypothesis interprets as ,=(gH ) = O(")
or equivalently that the yield stress , is supposed to be small when compared to
the gravity eets gH . Whenj j y we obtain a dimensionless version of the

constitutive equation (4.1) :

Bi ~
v= g rETN G

Thenj j= (U=L)j~5 wherej~ =" 1T and

N

D) 2z Xy

T - XZZ yZZ ;"2 X2X + %"2-3/2)/ + %112 2 n2 2

Remark that the von Mises conditionj j then becomesl  Bi. The constitu-
tive equation (4.1) writes :

~= B8+ E"!1 5  whenE 60;

T < Bi otherwise. (4.9)
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The conservation laws

Let us introduce the Reynolds number :

L 2H3
Re:U = 92:

We suppose thatRe = O(1) in ". It means that the ow is supposed to be su ciently
slow for the inertia e ects to be neglected at the zeroth order of development In
The conservation of momentum and masst(2)-(4.3) become :

"“Re(@ + Hy @by + Hy @bl + H,@0y) =  @p+ (@ + @y)

+ @~ (4.10a)
"’Re(@y + tx @ty + ty @ty + 1,@%) = @p+ "A(@y + @y)
+ @~z (4.10Db)
"'Re(@; + ty @b + ty @b + 8, @) = @pt+ (@ t @yt @)
1 (4.10c)
Qty + @y + @4, = O: (4.10d)

Boundary and initial conditions

The non-slip boundary condition é.4) on [ , writes:

t=0
The unit outward normal on the free surface s(t) expresses as :
[ 1 @(f + h) 1
= = p— _@ @f +h)A:
o 1+jr (f + h)j? 1
Then (4.5) writes :
0 10 1 01
x P Xy xz Q(f + h) 0
@ ., 5 P v A@ @(f+hA=@0A:
Xz yz zz p 1 0
and becomes in dimensionless form :
("5« p@F+h) "s@fF+ M)+~ =0 (4.11a)
"ay@F+ R ("5, Pp@F+N)+~, = 0 (4.11b)
"5 @F+ ) "y,@F+ M+ "%, p =0 (4.11c)

wheref™= f=H denotes the dimensionless topography and is known. The transport
equation (4.6) for the ow height h becomes :

@+ u,@(F+ M+ u,@F+ M) t=0: (4.12)

The dimensionless problem is completed by the initial conditions for the dimension-
less height and velocity. The initial @.1)-(4.7) problem and its dimensionless version
are equivalent, since the change of unknowns is simply linear.
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4.2.3 The reduced problem
The zeroth order problem

In this paragraph, we only consider the dimensionless problem : since there is no
ambiguity, we omit the tilde on the dimensionless variables. We assume that the
unknown admit the following development in" when"  1:

o+lll+||22+:::

n2

U = Ug+ "us+"“us+:::
P = po+"pit "o+l
h = ho+ "hy+ "?h,+ :::

In this paragraph, we aim at obtaining the problem at the zero order fory, u,

po and hy. Since we only consider the zeroth order, we also omit the zero sub-
script in this paragraph. Let us denoter ; = (@; @) the gradient vector in the
Oxy plane, uj = (uy;uy) the projected velocity in this plane and j = ( x; yz)
the shear stress vector in the same plane. For amy = (vx;Vy) we also denote as
divjvj = @vy + @vy the corresponding plane divergence and = (v; + v7)' the
usual Euclidean norm inR2. For convenience, we also denote ar (vj) = v;= vj

the direction of any nonzero plane vector. With these notations, we hae = @ui;;

andT = j atthe zeroth order. The constitutive equation £.9) then reduces to :
#
Bi n o1
z = au Quj; @u; 8 2fxyg; (4.133)
: i 4
Bi
= @l:" +@u" " (@u +@u); 8; 2fxyg (4.13b)
" i 4
Bi n 1
z = 2 @u; + @Qu @u; (4.13c)
i

whenr u+r u' 60 and
j  Bi; otherwise. (4.13d)

From the conservation laws 4.10 we get at the zeroth order :

@x @p = O; (4.14a)
@ yz @p = 0; (4.14b)
@ = 1 (4.14c)

@Qux + Quy+ @Qu, = O: (4.144d)
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The free surface boundary condition4.11) at z = f (x;y) + h(t;X;y) reduces at the
zeroth order to :

w+ p@f +h) = 0; (4.15a)
yz+ p@(f +h) = 0; (4.15b)
p = 0: (4.15c)

The others equations, i.e. the transport equation4.12, the non-slip boundary con-
dition and the initial conditions for u and h, are unchanged at the zeroth order.

Reducing the problem

In this paragraph, we show that the zeroth order problem reduces to a nonlinear
parabolic problem with h as the only unknown : all the others quantities , u and

p at the zeroth order can be computed fronin by an explicit expression.

From (4.15 we get at the free surface = f + h:

p(z=f + h)
jj(Z:f + h)

0; (4.16a)
O: (4.16b)

Integrating (4.149 in zfromz =0 to z=f + h and using @.169, we have :
p(t;x;y;z) = £ (x;y) + h(txy) z (4.17)

Asf is known, the quantity p depends only of the unknowrn. From (4.153-(4.150),
we then obtain an explicit expression for the shear stress :

i = f+h 2 jj(f + h): (4.18)
Remark that j is linear in z : since there exists & 2 [f;f + h] where j  Bi
and, from (4.169, ; = 0 at z = f + h, there exists an intermediate height

he(t; x;y) 2 [0; h(t; x;y)] for which j ;(z=f + hc)j = Bi and we have :
he(t;x;y) =max O;h L X (4.19)
S TGRS T '
The von Mises criteria at the zeroth order writes equivalently as :
i >Bi (fF+h 2)r 3(f +h)j>Bi | z2 [f;f + hyf
Taking the Euclidean norm of ¢.139 leads to
j i = Bi+j@uyj™ (4.20)

Then from (4.18 and (4.20, we get :

Sl

ry(f+h) 7 (f+h, 2)7 whenz2[f;f +hg

@Qu; =
whenz 2 Jf + h;f + h]
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Taking the direction of (4.139 leads to dir ( ) = dir (Qu;) = dir (r j(f + h))
and then :

Co(f+h) T (F+he Z)bdir(rg(f+h) whenz2 [f;f +h

@Quj =
whenz 2 Jf + h¢;f + h]

In the zeroth order problem, thez = f (X;y)+ h¢(t; x; y) surface splits the ow in two
zones :thez f + h; zone is sheared while the f + h; one is rigid. Remark that
whenh; =0, i.e. when hr ;(f + h) <Bi, there is only a rigid zone. Thanks to the
non-slip boundary condition atz = f, the uid is locally arrested. After summation
fromz=f toz=f + h;, and using the non-slip boundary conditioru; = 0 at
z=f and the continuity of u; at z=f + h¢, we get :

8 h i

n+1 n+l

3 0 ry(f+h) o dir(rg(f+h) (F+he 2% b
whenz 2 [f;f + h(]
s () T i (r(f 4 ) R whenz 2 Jf + hg;f + h]
(4.21)

The last component of the velocity is obtained by integrating the mass conservation
(4.109 in [f;z] :

uj =

3

Z z Z z Z z
@uydz + @Quydz + @u,dz =0 (4.22)
f f f
From the non-slip boundary condition,u, =0 at z=f, we get :
Z z
u,(t;x;y;z) = divj(uj;) dz (4.23)
f(xy)

Thus, velocity u admits an explicit expression depending only upoh. Then, the
complete stress follows explicitly from (4.13.

It remains to obtain a characterization ofh alone. Let us consider4.23 at z =
f + h : by swapping the derivation@ and @ with the integral over [f (X;y); f (x;y)+
h(t; x; y)], and using the non-slip boundary condition az = f, we get :

@u dz= @ u dz u (txy;f + h)@(f + h); 8 2fx;yg

Combining the previous relation with the transport equation §.12 at the zeroth
order, and replacing in §.23 at z=f + h, leads to :

@h + diij Ujde =0
f

By replacing in the previous equationu by its expression §.21), depending only
upon h, we obtain, after rearrangements, the following conservative equation for:

@ divy o Bih ry(f+h) ryf+h =0 in]o+1] (4.24)
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Here, , denotes a di usion coe cient, de ned for all n > 1 and all Bi;h; 2 R*
by :

8 1

< n((n+1)h +nBi)(h Bi)*n
n(Bi; h; )= (n+1) (2n+1) 3

-0 otherwise.

whenh > Bi;

(4.25)

This expression contains the two parametens and Bi of the Herschel-Bulkley vis-
coplastic uid. The non-slip velocity condition at the lateral boundaries leads to an
homogeneous Neumann boundary condition :

@f + h)
@n

where @=@n n:r j and n denotes the outward unit normal on@ in the Oxy
plane. Recall the initial condition :

=0on]0+1 [ @ (4.26)

h(t=0) = hi in (4.27)

The reduced problem writes : ndh(t;x;y), dened forallt> Oand (x;y) 2 and
satisfying (4.24), (4.26 and (4.27).

Notice that, for a Newtonian ow (n = 1 and Bi = 0), expression £.25 simpli es
as :

h3
1(0;h; ) = 3
For a power-law uid (n> OandBi =0):
8 1
_nhvr h*'» when 60;
n(0ih; )= _ (2n+1) 1 g ’
-0 otherwise.

For the Bingham model =1 andBi 0):

2 (2h + Bi) (h Bi)?
1(Bi;h; )= 6 3
"0 otherwise.

whenh > Bi;

A new dimensionless formulation

Going back to dimensional variable, the zeroth order equatior}(26) writes :

[

@h Kg " divy Tihrtan e =0
From a computational point of view, it is convenient to consider a new dimensionless

formulation. This second dimensionless procedure di ers from the previous one"as
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does no more appears in the zeroth order problem : the new dimensionless quantities
are denoted with an hat. LetH be a characteristic length of the problem and let :
_h X Y. toa_ b
ﬁ_ ﬁl k_ ﬁ! 9_ ﬁl f\_ ?’ fl\_ ﬁl
1

whereT = gLH " represents a characteristic time. After variable substitution, we

obtain the following zeroth order dimensionless equation :
n 0
@ﬁ d,i\ij n BI, Pl, rAjj (TA+ ﬁ) rAJ-J-(fA+ f'\]) =0

where Bi = ,=(gH ) is the Bingham number related to this new dimensionless
procedure. As we now only consider this dimensionless problem, and since there
is no ambiguity, we omit the hat for all the quantities and also for the Bingham
number.

4.3 Numerical method

The nonlinear parabolic problem is rst discretized in time by a full implicit second
order variable step scheme and then, the resulting subproblems are discretized in
space by an adaptive quadratic nite element method.

4.3.1 Second order implicit scheme

Let (tn)m o the discrete times and t, = th+1  tm; m O the corresponding
time steps. As the observed solutions decrease exponentially to an arrested state, we
choose a geometric progression for the time steptn+ = tm where > 1 and

to are given.
The time derivative is approximated by the following backward second order variable
step nite di erence scheme, de ned for all' 2 C° by :

@' 2 tm+ tm 1 tm+ tm 1
_t e 1 t —I t
@™ Tl s oy ) T
t .
= (tw )+ O( th+ th o)

* ( tm + tm 1) tm 1
The approximate solution sequencéhn)m o, hm  h(tn), is de ned recursively, for
alm 1by:
(P)m : h™ 1 and h™ being known, nd h™*! such that :

nh™ divy , Bi; h™7; r o (f + h™y r o (f + h™1) =g, in
(4.28a)
@f + hmt) _
@n =0 on@

(4.28D)
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where
2 tht th 1
" tm( tm + tm l)
gm tm+ tm 1v.m tm m 1
tm tm 1 ( tm+ tm 1) tm 1
The sequence is initiated byh * = h® = h;y; for m = 1 and 0, respectively. The

initial time-dependent nonlinear parabolic problem is transformed as a sequence of
nonlinear subproblem 4.28 in h™*1. An under-relaxed xed point algorithm is used
for solving these subproblems. The sequenfey)x o of the xed point iteration is
initiated with ' ©= h™ for k =0. Then, fork 0, ' ¥ being known, a prediction'

Is computed as the solution of the following linear subproblem :

m diij n Bi; ' k; r (f + ! k) r jj' = Om (429&)
+div( of e (F + " 9jgr f)
in (4.29b)
@+ )

@— =0 on@ (4290)

Finally, ' ¥*! is de ned by the following under-relaxed scheme :
|k+1:!| +(1 !)lk

The relaxation parameterQ <! 1 aims at improving the convergence properties of
the sequence, while the unrelaxed case is obtained with= 1. The stopping criteria
of the xed point algorithm is de ned by the residue of the nonlinear subproblem
that should be less than a given tolerance. At convergence, we $dt*! := ' k*1,
The choice of! depends uponn, the power-law index of the uid rheology (see
also Bar134 for a similar analysis on thep-Laplacian nonlinear problem). We observe
that when n < 1 and decreases, theh should be chosen smaller for the algorithm
to converge e ciently. The linear subproblem @.29 is completely standard and is
e ciently solved by a quadratic nite element method, as provided by the Far133
library.

4.3.2 Auto-adaptive mesh procedure

In order to improve both the accuracy and the computing time of the previous
algorithm, we use an anisotropic auto-adaptive mesh procedure. Such a procedure
was rst introduced in [SRO] for viscoplastic Bingham ows and then extended

in [RS03, and we refer to theses articles for implementation details. The procedure
bases on a mesh adaptation loop at each time step : your goal is to catch accurately
the evolution of the front of the free surface, werle = 0 and the associated gradient is
sharp (see Fig5.2). As the time approximation is a second order one, the adaptation
criterion c takes into account the also solution at two previous time stepsc =
hm+1 + hm + hm 1-
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Figure 4.2 Uniform (top) and dynamic auto-adaptive meshes (center). Zoom near
the front (bottom).
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4.4 Comparison with experiments

4.4.1 Comparison with the Balmforth and al. experiment

Figure 4.3 The kaolin experiment with = 9:6 . Initial state (left) and -

nal one (right). Comparison of the arrested front position between experiments
from [BCRSO04 in black and present computations in red. Successive computed font
position from [BCRSO0Q are in blue.

The experiment is described in Balmforthandal [BCRSO0Q. It bases on kaolin sus-
pension initially arrested on a horizontal plane, as a dome (see Fig.3.a). The
initial dome diameter isL = 0:32 m and its height isH = 0:016 m. At t = 0O,
the plane is inclined to a prede ned angle . A rst experiment is performed with

=9:6 and a second one with = 3:4 . The kaolin is characterized by a density

= 1600 kg.m 3, a power-law indexn = 0:5, a consistenceK = 40 Pa.s ", and
a yield stress y = 13:4 Pa. The dimensionless numbers aré = H=L = 510 2,
Bi= y=(gH) 53102 andRe 6:310 3. Thus, the hypothesis made on these
dimensionless numbers during the asymptotic analysis are here fully validated.
Fig. 4.3b shows the nal arrested state : the red line draws the front position
of the nal solution, as computed by the present method while blue lines are the
successive front positions, as computed by Balmforth araed [BCRS04. Observe the
good correspondence between the two computations and the experiment. Fg3
shows a similar comparison for the slower slope = 3:4 . Also these numerical
results was in good concordance with those obtained bB@RS04 and following a
numerical algorithm proposed in [1YO01].
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Figure 4.4 The kaolin experiment with = 3:4 . Initial state (left) and -

nal one (right). Comparison of the arrested front position between experiments
from [BCRSO0Q in black and present computations in red. Successive computed font
position from [BCRSO0Q are in blue.
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4.4.2 Comparison with the Cochard and Ancey experiment

Figure 4.5 Schematic view of the Cochard and Ancey 3D dam break experi-
ment [CAQ9].

The 3D dam break experiments of Cochard and AnceA09] is simulated here by
the present numerical method. The uid is initially in a reservoir : att = 0 the
dam is open and the uid ows ona = 12 slope. The reservoir hat = 0:51
m length and 0:30 m width, and the initial ow height varies from H = 0:30 m to
0:36 m in the inclined reservoir (see Fig4.5. The experiments was performed with
a 0:30% Carbopol Ultrez 10 solution which is mainly a viscoplastic uid. The uid
density is =811 kg.m 3, the power-law indexn = 0:415 0:021, the consistency
K =47:7 17 Pass" and the yield stress y = 89 1 Pa. The dimensionless

numbers are" = 0:59, Bi = —ii' 0:037and Re = 1:2 1¢. Observe that" is not

so small and thatRe is not negligible. This experimental set is expected to test the
limitations of the present method.

Fig. 4.6 plots in the left column the experimental visualization performed byQAQ9]

for various times and the corresponding numerical simulations, as obtained by the
present method, are represented in the right column. Observe rst that, in the ex-
perimental apparatus, the door does not disappear instantaneously : its takes about
0:19 s for the door to be completely open. In the numerical simulations of the dam-
break problem, the whole bulk of uid was assumed to be released instantaneously,
i.e. the time needed for the gate to open was neglected. Nevertheless, observe the
good qualitative correspondence of the ow until the complete arrested state. A
more quantitative comparison is shown on Fig4.7 : the successive positions of the
front position are compared with experimental observations. The agreement is now
less favorable : the numerical prediction of the front is more spread and less ad-
vanced than its experimental counterpart. There are several possible explanations
for these discrepancies. First, the hypothesis made by the asymptotic expansion are
not valid in this case, as" = 0:59 is not so small. Second, the Reynolds number
is not negligible, at least during the rst seconds, when the inertia e ects are no
more negligible and that 3D e ects develops at the vicinity of the dam. In that case,
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our asymptotic analysis is no more valid. Third, the experimental delay to open the
dam induces some discrepancies. Finally the carbopol is not strictly a viscoplastic
uid : it also develops viscoelastic propertiesHL10, LF09] that are not taken into
account in the present computations. A more complete model, that extends Herschel-
Bulkley one to viscoelastic e ects $ar07 Sar09 should be considered, and then a
new reduced model derived. Let us mention that Kirill etal. [NOTV11] recently
performed a numerical simulation of the same experiment by another approach,
based on a tridimensional approximation of the viscoplastic Herschel-Bulkley by a
regularized model. While the 3D e ects in the rst times are taken into account,
the comparisons are not su ciently accurate to validate the front position and the
arrested state is not treated. This could be due to the use of a regularized model
that not allow to detect the full stop of the ow. In contrast to the ideal viscoplastic
ow, which reaches complete cessation at a nite time, the regularized ow reaches
a ow regime corresponding to a small but nonzero ow rateGGMHO05]

Conclusion

A new reduced model for the shallow tridimensional viscoplastic uid owing on a
general topography was presented in this paper. A second order and implicit time-
dependent numerical algorithm was proposed to solve this problem, providing an
auto-adaptive mesh feature for caching accurately the front position. This approach
was tested on two ows experiments and compared to experimental measurements.
The rst study shows the e ciency of this approach when the shallow ow con-
ditions are fully satis ed while the second one points out the limitations of the
reduced model when these conditions was not satis ed. Future works will focus on
applications to volcanic lava ows and temperature-dependent problems.
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Figure 4.6 The carbopol experiment : left : experimental visualization CA09];
right : present numerical simulation. (a)t =0 s, (b)t =0:3s, (c)t =0:6 s, (d)
t=1:4set(e)t =52 min.
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Figure 4.7 The carbopol experiment : comparison of the successive front position.
Experiments from [CAQ9] are in black and present computations with colors.
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4.5 L'algorithme de Newton

A chaque itération de la discrétisation en temps, nous devons résoudre le probléme
non-linéaire @.28. Dé nissons, pourm 0 la fonction F, par :

Fu(h)= mh div( ofBi;hjr (f + h)jgh®r (f + h))  (fm + we)
ou , est dé ni, pour tout Bi> 0 et tout z > 0 par

n(Bi; z) = 8n(Bi; 1,2)
< n((n+1)z+ nBi)(z Bi)¥*n

= (n+1) 2n+1) z8
0 sinon.

si z > Bi;

le probléme peut étre reformulé de fagon équivalente en faisant intervenir la suite
de fonctionFy, :

(P)m : h™ et h™ connues, trouverh™*! tel que :

Fn(hm+1)=0; dans ;

@n =0; sSur@:

Sous cette forme la, on pense naturellement a utiliser I'algorithme de Newton pour
résoudre ces équations non-linéaires comme alternative a l'algorithme du point xe

(4.29.
Algorithme 4.5.1 (Newton).

k=0:"'®©:=nh,.
k 1:'® connu, trouver ' ® tel que :

FaC ©) = Fu( ®):
On calcule explicitement :

vkl o (k) 4 (K)

La notation F?(h) désigne la dérivée au sens de Fréchet Hg. Aprés calcul de la
dérivée, nous obtenons le probléme linéaire tangent sous sa forme forte :
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(LT) soit ' donné, trouver ' déni sur tel que :
m'div o fBi;' jr (f +')jg" 3

+ 3B’ jr (f +")jg+ ofBi;" jr (F+")jg" "2 (f+")"
!

+ %Bi;" jr (f+')jgjr(fl%)jr F+")r F+")r ') = Fn(®
@+ ') _ :
W—Osur@,
ou
8 1
< (z Bi)n

(1 n?z?+3nBiz +3n°Bi? siz>Bi;

)Bi;z)=. (n+1)@2n+1)z*
-0 sinon.

C'est une équation parabolique avec condition de Neumann homogene et un
coe cient de diusion tensoriel non-constant. La formulation variationnelle du
probléeme tangent s'écrit :

(VLT) trouver ' 2 WY1 () tel que:

a5 )=h( ) 8 2WH ()
ou a;(:;:;:) etly(?) sont dé nis pour tout *; dansW?t () par:
Z
a5 )= om o+ WfBir(F+)igr o

+ 3afBi jr (f+")ig+ RfBi jr (F+')ig "2 r (f+")r
v 4

+ afBitr (F + " )ig———

~ jr(f+7)i

.( )= rdx:

r(+")yr "Yr f+")r ) dx

En notant, pour tout ' 2 R* et pour tout 2 R?:
(5 )= 3.fBi' jjg+ ofBi'jjg° " *;
k(; )="% ofBi;" jjglo+ r?fBi;'J'J'gj—j ;
ou |, est la matrice identité2 2, on peut écrirea; sous une forme plus compacte :

Z
a(';5 )= om0 B (FE)gH(kET r (F+T)gr ) r dx
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4.5.1 Convergence des algorithmes

On propose ici une étude comparative des propriétés de convergence de l'algorithme
du point xe avec relaxation et de l'algorithme de Newton. Le probleme considéré
est I'écoulement d'une déme sur un plan horizontal. On suppose que le domaine
est un carré de longueur 120 m par 120 m. Nous allons étudier I'évolution d'un déme
produit par une injection de uide. On suppose qu'il n'y a pas de uide a I'état
initial, hjyy = 0 pour tout (x;y) 2 . La zone d'injection est supposée circulaire
de rayonr, =20 m, placé au centre du domaine, le débit est supposé constant
d'une valeur Q = 10 m®/s et le pro| de vitesse d'injection we est choisi comme
solution stationnaire d'un écoulement de type Poiseuille dans un canal cylindrique
de rayonre. Plus précisémentw, est polynomial d'ordre 2 en fq@ction du rayon et
We(r) = ¢ max(0;r2  r2) olic > 0 est une constante telle queorewe(r) rdr=Q

i.e. ¢ = 2Q=(r 2). Nous supposons que cette injection dure. = 600 s. Les
parameétres rhéologiques utilisés pour les calculs numériques sont directement
issus des paramétres physiques de lave volcanique de type basaltique. L'indice
de puissance est xé a 1 et la viscosité de lave étant fortement dépendante de la
température et pouvant varier sur plusieurs ordres de grandeur, nous la xerons
a = 10°% Pa.s. Concernant le parameétre de contrainte seuil, nous étudierons son
in uence sur la plage de valeur$10Q 1000]Pa. Nous allons e ectuer une simulation
numeérique sur une duréé; = 7200 s a n de modéliser I'écoulement lors de la phase
d'injection puis lors de la phase d'étalement une fois la production de matiéere
arrétée. Nous prendrons comme pas de tempst = 2.5 s, il faudra donc 7200/2.5

= 2880 itérations en temps. Nous prendrons comme critere de convergence pour les
algorithmes du point xe ou de Newton, une tolérance sur l'erreur relative entre
deux itérés tol=10 12,

La gure 4.8 présente les résultats obtenus par l'algorithme du point xe avec
relaxation. Nous voyons sur le graphiqud.8 a. I'e et du paramétre de relaxation

I it sur le nombre total d'itérations (la somme sur les 2880 itérations en temps du
nombre d'itérations nécessaire pour le point xe). Nous constatons qu'il existe pour
chaque taille de maillageh xé, un ! optimal qui minimise le nombre d'itération
global a e ectuer. Nous le noterond 4, (h). Nous pouvons voir également que les
valeurs de! (D) ne sont pas les mémes suivant les valeurs kdeet qu'elles dimin-
uent avec la ra nement du maillage. Notons ici que toutes les courbes nissent par
s'arréter a une certaine une abscisse. Les courbes ne sont pas calculées au-dela, non
pas par faute d'avoir e ectué le calcul numérique correspond mais parce que pour
un choix de! plus grand, l'algorithme du point xe diverge. Lors d'une itération
en temps, l'algorithme du point xe n'arrive pas a faire chuter le résidu entre deux
itérés consécutifs sous la tolérance tol® 2. Notons alorswg; (h) la valeur du
parameétre de relaxation critique pour lequel le point xe converge s Wit et
diverge siw > w;;. Comme pour le parametrd oy (h), le parametre de relaxation
critigue diminue avec le ra nement du maillage. Nous avons méme pour les valeurs
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de h les plus faibles i = 0:005et h = 0:007) une égalité entre le paramétre optimal

et le paramétre critique. De ce graphique, nous pouvons déja voir des hombreuses
faiblesses de l'algorithme du point xe. Premierement, la relaxation est obligatoire,
car dés queh  0:014 nous avonswg;; < 1, autrement dit, sans relaxation, ce qui
revient a choisir! = 1, la méthode du point xe n'aurait pas convergé. Mais nous
constatons que bien choisir le parametre de relaxation n'est pas simple car la plage
de convergence diminue et qukei; et! o sont trés proches.

Le graphique4.8 b. présente le comportement dé . en fonction de la taille de
maille h en échelle logarithme. La valeur du paramétre critique semble avoir une
dépendance avec la taille de mailléd du type : ! ot (h) = ch®®, ou c est une
constante positive. Autrement dit, w.iy tend rapidement vers 0 lorsquén tend vers
0, et par conséquent le nombre d'itération tend vers I'in ni.

Remarquons que si l'on choisit un! identique dans la plage de convergence
commune pour di érents taille de maillageh, nous voyons sur la gure4.8 c. que
la convergence du résidu est sensiblement la méme quelque soit le choixhde
La convergence est extraite d'une itération en temps lorsque= 1000 s mais ce
constat est le méme a toutes les itérations. Autrement dit, tant qu'il converge, la
convergence l'algorithme du point xe est indépendant de la taille de maille, c'est
uniquement la dégradation de . qui est problématique.
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Figure 4.8 Algorithme du point xe avec relaxation : (a) E et du parametre de
relaxation ; (b) diminution de ! .y avec un ra nement du maillage ; (c) propriété de
convergence du résidu &= 1000 s etw = 0:5 avec un ra nement de maillage.

En n, nous voyons sur la gure 4.9 I'in uence du parametre  sur l'algorithme du
point xe. Lorsque l'on choisit un parametre de relaxation! susamment petit
pour étre dans une zone de convergence commune a toutes les valeurs délisées
dans le graphique, la convergence de l'algorithme est indépendante gévoir 4.9 a.
pourt = 1000 s, h =0:01et w=0:2). Cependant, l'algorithme du point xe va se
dégrader a cause du parameétre.; qui décroit lorsque I'on augmente la valeur de
y (voir 4.9Db), ce qui oblige a e ectuer une sous-relaxation encore plus importante,
et par conséquent une augmentation du nombre d'itérations du point xe.
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Figure 4.9 Algorithme du point xe avec relaxation : (a) propriété de convergence
du résidu at = 1000 s, h = 0:01 et w = 0:2 pour di érentes valeurs du seuil de
contrainte ; (b) diminution de ! .y avec I'augmention de seuil de contrainte.

La gure 4.10a. présente les propriétés de convergence du résidu de l'algorithme
de Newton en fonction du ra nement h. On présente I'évolution du résidu a =
1000 s mais le comportement est identique pour les autres pas de temps. Nous
constatons que la convergence du résidu plonge trés rapidement. Cela correspond
a la convergence quadratique de l'algorithme de Newton. La convergence est trés
peu impactée par la taille de maille, on a une indépendance kBnL'algorithme de
Newton parait dans cette situation bien plus robuste et e cace que Il'algorithme du
point xe. Il ne nécessite pas de choisir un paramétre, la convergence du résidu est
tres rapide et l'algorithme de Newton est tres stable avec le ra nement de maillage
contrairement a l'algorithme du point xe. Pour e ectuer une comparaison objective
de I'e cacité des deux algorithmes, nous présentons sur la gurd.10b. le temps
total de calcul nécessaire a la réalisation d'une simulation complete du probléme
d'écoulement avec l'algorithme de Newton et I'algorithme du point xe en fonction
de la quantité N = 1=F? qui est directement proportionnelle a la taille du systéeme a
résoudre. En e et, bien que la convergence du résidu pour l'algorithme de Newton
soit plus e cace, la taille des systéeme a résoudre pour l'algorithme de Newton est
généralement plus importante que celle des systemes résolus lors de l'algorithme du
point xe. On constate que malgré la taille de la jacobienne plus importante et plus
longue a inverser que celle de la matrice du point xe, l'algorithme de Newton est
plus rapide et a méme un comportement optimal avec une pente proche de 1 en
échelle logarithmique. Si I'algorithme du point xe n'était pas limité par! i, en
choisissant par exemplé = 0:5, l'algorithme aurait aussi un comportement optimal

en fonction de la taille du systeme. La complexité serait la méme bien que les temps
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de calcul soient séparés par une constante non négligeable. En tenant compte du
comportement réel du point xe, et l'obligation de prendre un! de plus en plus
petit, le temps de calcul s'accélere avec l'augmentation de la taille du systéeme, on
perd I'optimalité. Nous remarquons également sur la guré.10c. que la convergence

de l'algorithme de Newton a l'avantage d'étre indépendante du parametrg, ce

qui laisse une plus grande souplesse sur le choix du paramétre physique, sans que
I'e cacité du code ne se dégrade.
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Figure 4.10 Algorithme de Newton : (a) propriété de convergence du résidu a
t = 1000 s avec un ra nement de maillage; (b) comparaison du temps CPU entre
la méthode de Newton et l'algorithme du point xe en échelle logarithmique en
fonction de la taille caractéristique du systeme; (c) indépendance de la convergence
du résidu at = 1000 s eth = 0:01 par rapport a la contrainte seulil.
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté et testé numériquement une méthode
d'analyse asymptotique pour modéliser avec un temps de calcul raisonnable les
écoulements de uides viscoplastiques a surface libre a dominante visqueuse. Deux
méthodes ont été testées pour résoudre les non-linéarités inhérentes au probleme
réduit. La méthode de Newton semble étre tres e cace sur ce probleme.

Le chapitre suivant propose, sous certaines hypothéses, une extension du modéle ré-
duit en y intégrant I'équation de la chaleur et une thermo-dépendance des parametres
rhéologiques.
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Présentation de l'article

Ce chapitre s'intéresse a la modélisation des uides viscoplastiques de faible
épaisseur non-isothermes. Ce travail a fait I'objet d'un papieBSS14 actuellement
soumis et est présenté ici. Celui ci se décompose principalement en trois parties. Une
premiere partie reprend l'analyse dimensionnelle et asymptotique vue au chapitre
précédent en y intégrant I'équation de la chaleur et une consitance et une contrainte
seuil thermo-dépendantes. Apres réduction asymptotique, I'équation de la chaleur
est toujours un probléme tridimensionnel. La deuxieme partie de l'article propose
une intégration verticale de I'équation de la chaleur, sous réserve de plusieurs
hypothéses restrictives, pour obtenir au nal un vrai probleme bidimensionnel.
La troiseme partie de l'article présente deux résultats numériques. Une premiére
comparaison est proposée avec les expériences de G&HBITL12] sur I'étalement

et le refroidissement d'un déme d'huile de silicone. Les résultats prédits sont en
bonne concordance avec les mesures expérimentales. Un second calcul reproduit une
coulée de lave qui a eu lieu en décembre 2010 sur le Piton de la Fournaise. Compte
tenu du manque de précisions sur certains parametres physiques, sur la résolution
spatiale de la topographie et sur l'histoire exacte du déroulement de cette coulée,
les résultats sont trés encourageants.
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A new shallow approximation for tridimensional
non-isothermal viscoplastic lava ows

Noé Bernabeu, Pierre Saramito and Claude Smutek
August 29, 2014

Abstract A new shallow reduced model for the non-isothermal tridi-
mensional viscoplastic uid owing on a general topography is pre-
sented in this paper. Both the consistency and yield stress are sup-
posed temperature-dependent. An asymptotic analysis leads to reduce
the 3D problem to a 2D surface one with depth-averaged equations.
These equations are numerical approximated by an auto-adaptive nite
element method, based on the Rheolef C++ library, allowing to track ac-
curately the front position. The proposed approach is rst evaluated by
comparing numerical prediction with non-isothermal experimental mea-
surements for a silicone oil dome. Next, the December 2010 eruption of
Piton de la Fournaise (La Réunion island) is numerically reproduced and
compared with available data.

5.1 Introduction

The risk assessments for volcanic lava ow pose a di cult challenge to numerical
methods. Indeed, these ows with free surface couple the uid dynamic equations
(Navier-Stokes like) with thermal e ects, as di usion-convection in lava, radiation
and convection in air, di usion in the substrate while the uid rheology is complex
and temperature-dependent. In order to overcome these complexities, some authors
proposed a probabilistic approach based on the topography : the ow path is de-
termined by the maximum slope direction. See the DOWNFLOWTF11] or the
ELFM [DGNT 0€] codes. Such codes require few computational time and few input
data, which is a de nitive advantage. However, these approaches do not permit to
predict the evolution of the lava, its thickness and its arrested state. The deter-
ministic approaches adopt more complete descriptions of the phenomena. Harris et
al. [HRO1] proposed a kinematic one-dimensional thermo-rheological model of a lava
ow in a con ned channel (the FLOWGO code). In HGUFO05], a three-dimensional
model for Newtonian uids, including the energy conservation, solidi cation and free
surface is presented. A variant of the deterministic approach is the cellular automata
method for 2D computation systems, based on a spacial partition into cells whose
state evolves according to that of their neighbours and a transition function which
describes the exchanges of lava and heat : see the MAGFLOW co®&dN " 07]
that evaluates the lava exchange from the steady state solution of the Bingham
uid equations on an inclined plane, or the SCIARA code$AL" 10] that bases on
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a minimization rule of the dierence in height between neighbouring cells while
the lava cooling takes into account the radiation at the free surface and the heat
exchanges due to lava mixing.

The lava ow extends over several kilometres while its thickness remains relatively
small. An asymptotic analysis based on this aspect ratio allows to reduce rigor-
ously the three-dimensional set of conservation laws and constitutive equations to a
surface bidimensional system of equations. For inertia dominated ows, we obtain
the classical Saint-Venant shallow water modedEV71], where viscous terms are
neglected. Gerbeau and PerthameG[P01] proposed a modi ed Saint-Venant sys-
tem where viscous e ects are maintained thought a wall friction term. Costa and
Macedomio CMO5] extended this viscous variant by including non-isothermal and
viscous heating e ects for volcanic lava ows. Notice that free surface viscoplastic
lava ows are highly viscous and these inertia dominated models could be improved.
Huppert [Hup82] investigated Newtonian viscous dominated ows. For more com-
plex non-Newtonian rheologies, shallow approximations of the horizontal dam break
problem were rst studied for a viscoplastic uid by Liu and Mei [LM89] and revis-
ited by Balmforth and Craster  BCRS0§. Computations for some speci c tridimen-
sional topographies was next performed by using a speci ¢ axisymmetric coordinate
systems : a curved channeMYO01] and a conical surface{M04]. Recently, an ex-
tension for an arbitrarily topography is presented by the present authors iB5S13.
Tacking into account thermal e ects is more complex with the asymptotic analysis
approach : the problem does not reduce to a surface bidimensional one, it remains
fully three-dimensional. In order to overcome this di culty, di erent approaches
based on a depth-average version of the heat equation was investigated by Bercovici
and Lin [BL96] for a Newtonian uid to model the cooling of mantle plume heads
with temperature-dependent buoyancy and viscosity. Balmforth and Craster ap-
plied this approach to the evolution of a lava domeHCSO04 for viscoplastic uid
with temperature-dependent consistency and yield stress.

The aim of this paper is to bring a new robust and e cient numerical method based
on the asymptotic analysis approach for the resolution of the shallow approxima-
tion of tridimensional non-isothermal viscoplastic ow problem with temperature-
dependent consistency and yield stress on a general topography. The rst section
presents the tridimensional problem, its surface bidimensional reduction and the
numerical resolution of the set of equations. The second section validates our ap-
proach based on comparisons of numerical simulations with experimental measure-
ments performed on a non-isothermal silicone oil dome laboratory experiment. The
last section develops in details some comparison of numerical predictions with data
available for a real volcanic lava ow, the December 2010 Piton de la Fournaise lava
one.
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5.2 Problem statement and tridimensional formula-
tion

The viscoplastic Herschel-Bulkley constitutive equationHB26] expresses the devia-
toric part  of the stress tensor versus the rate of deformation tenso=r u+r u’
as:
= K" t_+ ~ when _60;

RO T+ 5O - (5.12)
iy otherwise.
where u is the velocity eld, is the temperature,K( ) > 0O the temperature-
dependent consistencyn > 0 is the power-law index and ,( ) is the temperature-

dependent yield stress. The consistency and the yield stress are in general decreasing

with the temperature. Herej j = (1=2) |3] - ijz = denotes the conventional
norm of a symmetric tensor in mechanics. The total Cauchy stress tensor is =
p:l + wherep is the pressure and the identity tensor. When , =0 andn =1,
the uid is Newtonian and K is the viscosity. When y =0 andn > 0 the uid is a
quasi-Newtonian power-law one. When, > 0 and n = 1, the model reduces to the
Bingham one Bin22]. The constitutive equation (5.18 should be completed by the

mass, momentum and energy conservation laws :

divu =0; (5.1b)
(@ +(urr)u) div( pi+ )= g; (5.1c)
Co(@ +ur ) divkr ) ;2—=o: (5.1d)

where is the constant density,C, the constant speci ¢ heat,k the thermal conduc-
tivity and g the gravity vector. Notice that there are four equations %.18-(5.1d)
and four unknowns , u = (uy; uy;u;), pand . The corresponding problem is closed
by de ning the boundary and initial conditions.

The ow over a variable topography is considered with cooling and mass eruption
from a vent (see Fig.5.1). For any time t > 0, the ow domain is represented by :

Q(t) = f(xy;2) 2 R, f(x;y) <z<f (xiy)+ h(t;x;y)g

where is an open and bounded subsé&?. The function f denotes the topography
and h is the ow height. Notice that, sinceh is a function, h is mono-valued, which
excludes the small front cusp often observed on real ows. The eruption zone is
described by an open subset. of (see Fig.5.1) and s = n . denotes its
complementary. The boundary@ @) of the owing lava volume Q(t) splits in four
parts : the bottom relief in the eruption zone ¢, the bottom relief out of the eruption
zone ¢ and the top free surface ¢ (t) :

e=T(Xy;2)2 ¢ R; z=1(XYy)g;
s=f(xy;2)2 s R;z=1(xy)g
((t)=f(xy;2) 2 R; z=f(xy)+ h(t;xy)a:
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Figure 5.1 Eruption ow on a variable topography with cooling.

Also,S=f(x;y;2) 2 s R; z<f (x;y)g denotes the substratum. For anyt > 0,
the boundary conditions are a non-slip (Dirichlet) condition on the bottom for the
velocity eld and natural (Neumann) one on the free surface :

Uy =u,=0andu, = weon [ s; (5.1e)
¢ =0o0n ¢(t): (5.1f)

where ; denotes the unit outward vector of @ @t) on ¢(t). Here, we is the lava
eruption velocity, dened on]0;+1 [ ¢, and satisfyingwe 6 0 on . andw, =0
on . Notice that, from the Dirichlet condition, we haveu = 0 on ¢ and a vertical
pro le on the eruption zone .. For the temperature, a Dirichlet condition in the
eruption zone, a conduction ux on the bottom with the substratum (out of eruption
zone) and radiative and convection uxes with air on the free surface are considered :

= 0N g (5.19)
k sr =Kks sir son g (5.1h)
ksr + s 4 2+ ( a) =0 on ¢(1): (5.1i)

where . is the initial eruption temperature, s is the temperature in the substratum,

a is the temperature in the air, ks is the thermal conductivity of the substratum,

s Is the unit outward vector of @@t) on 5, is the emissivity, sg is the Stefan-
Boltzmann constant and is the convective heat transfer coe cient. Here, the term
Ks sir s represents the heat ux from the substratum. The temperature in the
substratum is not directly known but as the substratum is deep and very large, we
suppose that the domainS is a semi-in nite. The heat equation in the substratum
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is written :

$Cps@s diviksr 5)=0 inS; (5.1))

s = on s; (5.1K)

s(z=1 )= g4 (5.1

s(t=0)= 4 (5.1m)

where s, C,s and ks are physical quantities of substratum (the density, the speci c
heat and thermal conductivity). It remains to describe the evolution of the free
surface. It is convenient to introduce the level set functioh that is de ned for all
t> O0and(x;y;z) 2 R by :

txy;z)=z f(xy) h(txy):

Notice that the zero level, where (t;x;y;z) = 0, coincides with the free surface
¢ (t). Let us write that the level set function is transported by theu velocity eld :
@ +ur ' =0.0n ¢(t), wherez="f + h, this relation becomes :

@+ u,@Ff +h)+ @Ff +h)=u, in 10,+1 [ (5.1n)

This is a rst-order transport equation for the height h that should be completed
by an initial condition :

h(t=0;x;y) = hint; 8(x1y) 2 (5.10)

where hi,i; is given. It should also be completed by an in ow boundary condition
for h:

h=heon]O+1 [ @ where@ =1f(X;y)2 @ jUx wx+ Uy wy < 0Q:

We assume that the domain is su ciently large that the ow never reaches the
boundaries of . Then, on@ , ux = uy = 0 for any time and = ; and thus this
last boundary condition is here empty. The set of equation is nally completed by
an initial condition for the velocity u and for the temperature

ut=0)= uUpnr and (t=0)= iu in Q(0): (5.1p)

Finally, the tridimensional problem expresses : ndh, ,u, pand satisfying (5.19-
(5.1p). For applications to lava ows, the nite element of nite di erence discreti-
sations of this problem lead to huge nonlinear and time-dependent set of equations.
The next paragraph present a reduction to a bidimensional problem.

5.3 Reduction to a bidimensional problem

5.3.1 Dimensional analysis

The asymptotic analysis approach developed here was initiated by Liu and
Meil [LM89] and then revisited by Balmforth and Craster BCRS0q for an
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isothermal bidimensional viscoplastic ow on a constant slope. Balmforth and
Craster then extended this analysis to the non-isothermal case for an axisymmetric
geometry and presented applications to a lava dom&€S04. In [BSS13, the
present authors extended this asymptotic analysis to the case of an isothermal
tridimensional viscoplastic ow on an arbitrarily topography. In the present paper,
this analysis is extended to the case of a non-isothermal ow : the consistency and
the yield stress are supposed temperature-dependent.

The problem is reformulated with dimensionless quantities and unknowns, de-
noted with tildes. The temperature is expressed as = ,+( . a)~. The
temperature-dependent consistency and yield stress are rescale&ds) = KK (7)
and y( )= yey(") whereKe = K( ¢) and ye = y( ). Remark that K(1) =1
and (1) = 1. Let H be a characteristic ow height andL be a characteristic hori-
zontal length of the bidimensional ow domain . Let us introduce the dimensionless
aspect ratio :

"= H=L:

Let U = gH 3=(L) a characteristic ow velocity in the horizontal plane, where
= K¢(U=H)" lis a characteristic viscosity andy = jgj denotes the norm of gravity
vector. The characteristic velocity expands as

gH? *

U=
KelL

H:

Let W = "U be a characteristic velocity in the vertical direction,T = L=U be a
characteristic time andP = gH a characteristic pressure. We consider the following
change of variables :

X=Lxy=Ly, z=Hz t=Tt p=Pp; h=HR;
Uy = Uttg; Uy = Ubly; U, = Wtt,:

Remark the non-isotropic scaling procedure for the vertical coordinate and the
vertical vector componentu, of the velocity vector.

The dimensionless rate of deformation tensor is also related to its dimensional
counterpart _=r u+ r u' by the following non-isotropic relations :

=(U=L)= ; ; 2fxyg
2 =(U=H)Z;; 2fx;y9
2z = (U=

The scaling procedure for the deviatoric part of stress tensoris similar :
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= (U=b)~ ; ; 2fxyg
2 = (U=H)~,; 2fXxyg
2z = (U:I—)"'zz:

The constitutive equation

The dimensionless rate of deformation tensor can be expressed versus the dimen-
sionless velocity as

T @y +@u; ; 2fxyg
T, =@ + '@y 2fxyg
T = 2@t:

The tensor norm scales asj: j = (U=L)j7j. Using (5.1b), we get :j7j = " E where
E =f"2(@u + @)’ +2"2(@u)% + 2"%(@y)’
+2"2(@t + @ty)7 + (@o + "2@u,)? + (@b + "2 Q) Qe

Let us introduce the Bingham dimensionless numbeBi that compares the yield
stress .o to a characteristic viscous stresdJ=H :

Bi = y:oH —n 1_Yy0.
u gH'’
We suppose thatBi = O(1) in ". This hypothesis interprets as y.o=( gH ) = O(")
or equivalently that the yield stress .o is supposed to be small when compared to
the gravity e ects gH . Whenj j > ,, we obtain a dimensionless version of the
constitutive equation (5.19) :
!
y(O)Bi

5 = = tKOE" " ¢

Then,j j= (U=L)j4 wherej5 =" 1T and

1" 1" 1II n ;.
T= f~3<22+~yzz+ E 2‘~3(2x+ E 2“S/Zy-'- E 2~222+ Z{y z.
Remark that the Von Mises conditionj j >  then becomesT > ~(7)Bi. The
constitutive equation (5.18 writes :

8 !

2 —— B(~) n 1 ~ .

_ = £ + A(OE Zj whenE 60; (5.2)
T B(D) otherwise.

with the notation A(7) = K(7) and B(") = ~y(7)Bi.



170 5.3. REDUCTION TO A BIDIMENSIONAL PROBLEM

The conservation laws

Let us introduce the Reynolds dimensionless number :

UL 2gH3
Re= = 92 ;

the Péclet dimensionless numbédP e that compares convection to di usion :
C,UL,
k )
and Brinkman dimensionless number that measures the importance of the viscous
dissipation :

Pe=

u _ KeUn*t _

k k(o aH"

We suppose thatRe = O(" %) in ". It means that the ow is supposed to be
su ciently slow for the inertia e ects to be neglected at zero-order of development
in ". We assume that the Péclet numbePe= O(" N) whereN is an integer and
we denotePe = "NPe Finally, we suppose that Brinkman numberBr = O( ). It
means that the friction e ects are neglected at zero-order of development in

Br =

The conservation laws of momentum, mass and energ$.19, (5.1b) and (5.1d)
becomes :

II2Re(@:*x + ty @by + ‘uy@ux +4,Qt) = Q@p+t II2(@"S<x + @"xy) + @,

(5.3a)
"2Re(@ty + t @ty + Hy@ty + H,@ty) =  @p+ "A(@~y + @~y) + @2
(5.3b)
"4Re(@|'z + ﬂx@u'z"' Uy@u'z + 'Uz@u'z) = @p' 1+ "2(@"3(2 + @“S/z + @“’zz);
(5.3¢c)
@Qu, + @ty + @Qu, =0; (5.3d)
aN 2
@ +H4@ + 4@+ H,@ = - @ TH TP @
I
X X '
+B_r "2 ~ + "2 52 722 T ~
2f x;yg 2f x;yg
(5.3e)

Boundary and initial conditions

The Dirichlet condition (5.1@ on [ . writes:

bk = ty =0 and &, = W, (5.4)



CHAPITRE 5. MODELE VISCOPLASTIQUE NON-ISOTHERME POUR LES ECOULEMENTS
MINCES 171

wherew, = we=W.
The unit outward normal ; on the free surface ¢ (t) expresses as :

1
[ 1 o @(f + h)
= ——=9p f+ h)A:
T T TAgr (F e @(1 )
Then, (5.1f) writes :
0 10 1 01
x P Xy Xz @(f + h) 0
@ o 4, P . A@ @Ff +hA=@0A
Xz yz zz p 1 0
and becomes in dimensionless form :
("5 P@(F+ ) "5y @+ M)+~ =0; (5.5a)
"sy@F+ ) (" P@F+ M)+ ~y, =0; (5.5b)
"s.@(F+ R) "N, @+ )+ P, p=0; (5.5¢)

wheref™= f=H denotes the known dimensionless topography.

Concerning the temperature, the radiative and convective transfer with air5(1i) on
¢ (t) become :

2f @+ M@+ @+ M@+ @+ Rp )™+ Nu™=0;  (5.6)

where
H 3 .
R = %; a radiation number,
H
Nu = T; the NuUsselt number

= 2 . atemperature ratio number, for radiation

e a
Also,p ()= 3+4 2+6 2 +4 3 for any 0. We suppose thatR = O(1)
and Nu = O(2).

The unit outward normal ¢ on the 4 surface expresses as :
0 1
1 af
= e — @ f A :
P 0
Then, the condition at the interface ¢ (5.1h) writes :

@+ Mm@+ @r+m@) @ =

% "@f+ Mm@t @f+m@s) @% o (5.7)
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Let us introduces a Péclet number for the substratum :
st;sU L
Ks
We suppose thatPe; Pein " wherePe = "NPe;. The heat problem satis ed by
s (5.1 becomes in dimensionless form :

Pe =

nN 2
@% = =Y @t QT @ inS; (5.8a)
S= " on g (5.8b)
<(z=1 )=0; (5.8¢)
S(t=0)=0: (5.8d)

The Dirichlet condition (5.1g on . becomes™=1.

Finally, the transport equation (5.1n) for the ow height h on ¢ (t) becomes :
@+ 4a,@(fF+ M+u@f+nN) o =0: (5.9

The dimensionless problem is completed by the initial conditions for the dimen-
sionless height, velocity and temperature. The initial problem5.19-(5.1p) and it
dimensionless version.2)-(5.9) are equivalent, since the change of unknowns is
simply linear.

5.3.2 Asymptotic analysis

The zeroth order problem in

In this paragraph, we only consider the dimensionless problem : since there is no am-
biguity, we omit the tilde on the dimensionless variables. We assume the unknowns
admit the following development in" when"  1:

h= h0+ "h1+ "2h2+ A
— n ||2 PR
= ot 1+ 2+ 1l

n2

c
I

u0+ "U1+

P=pot+ "p1t Pt il

:0+"l+"22+:::

Uy + o::
n2

In this paragraph, we aim at obtaining the problem at the zero-order fohg; o; Uo,

po and . Since we only consider the zero-order, we also omit the zero subscript in
this paragraph. Let us denoter j = (@; @) the gradient vector in the Oxy plane,

u;j = (uyx; uy) the projected velocity in this plane and j; = ( x;; y-) the shear stress
vector in the same plane. For any;j; = (vx;Vy), we also denotes diwjj = @vy+ @vy
the corresponding plane divergence anju;j = (v + v7)'™ the usual Euclidian norm

in R2. For convenience, we also denote alir (v;) = v;5vjj the direction of any
nonzero plane vector.
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Constitutive equations at the zero-order

With this notations, E = j@u;j and T = | jj at the zero-order. The constitutive
equation (5.2) then reduces to :

B o
- i TAVIGUT P @ s @) i 2fxys  (5.10)
— B( ) ; i1 . . .
== i@uy + A()j@ujj @Qu ; 21xyg; (5.10b)
— B( ) H in 1 .
2z = @] + A( )j@Quj] @u,; (5.10c)
when 60 and
J jJ B(); otherwise. (5.11)

Conservation laws at the zero-order

The conservation laws %.3) at the zero-order becomes :

@x. @p=0; (5.12a)

@y, @p=0; (5.12b)

@p= 1 (5.12¢c)

@Qux + @uy + @Qu;, = 0: (5.12d)

The reduced heat equation§.3€ at the zero-order depend of the value dl .

For N 1, it becomes:
@ =0:

In this case, the e ects of convection are neglected, it's a purely di usive model.

For N 3, it becomes:
@ + Ux@ +Uy@ +Uz@ =0:

In this case, the e ects of di usion are neglected, it remains a transport equation
of the temperature.

For N =2, it becomes :

@ +u@ +u@ +u, = %_e: (5.13)

This is more interesting since remain convection and di usion e ects.
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Boundary and initial conditions at the zero-order

From the conditions at the free surfaced.5 and (5.6) for z = f (x;y) + h(t; x;y) we
get at the zero-order :

xz ¥ P@(f + h)=0; (5.14a)

vzt p@(f + h)=0; (5.14b)
p=0; (5.14¢)

@+ Rp () + Nu =0: (5.14d)

@z

The reduction of the condition of conduction in the substratum for the temperature
on s (5.7) depends also of the value dN .

For N 1, it becomes:

e =0:

@z
This condition becomes a homogeneous Neumann condition, the conduction
e ect with the substratum is neglected. It is no cooling by the bottom.

For N 3, it becomes:
=0:

This condition becomes a homogeneous Dirichlet condition. The cooling by the
bottom is very important. Temperature is immediately reduced at this minimum
value at this interface.

For N =2, it becomes :

@_ k@
@z k @z
Heat equation in substratum 6£.8) writes :
@s= @Sze: inS; (5.15a)
s = on g; (5.15b)
s(z=1 )=0; (5.15¢)
s(t=0)=0: (5.15d)

The solution of this problem is given by Carslaw and Jaegerin inCp46, p. 53] :

7, . Pelf 27
z Pe (,x,y,f)e At ) -

f
0
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This solution can be approximated in the neighborhood of = f by :
p__
Pe(z f
s(txiy;z) = (KXY, f )erfd—ezgff));

In particular, on g :
;

@s (vt ety PSS
@Z(t,x,y,f)— (t;x;y;f) -
Finally, the cooling by the substratum inz = f writes :

(5.16)

For this case, a progressive cooling by substratum remains.

In the next, we consider thatN = 2. It is the most interesting case because it
remains several thermal e ects and the hypothesiBe= O(" ?) is consistent with
the particular case of basaltic lava.

The other boundary conditions : Dirichlet condition for the velocity s[ ¢ (5.4),
Dirichlet condition for the temperature on , transport equation (5.9) and initial
conditions foru, h and remains identical at zero-order.

5.4 \Vertical-averaged problem

5.4.1 Partial resolution of dynamic equations

For any function g of JO;+1 [ Q(t), let us denoteg its vertical-averaged value,
de ned for all (t;x;y) 2]0;+1 [ by
g 1Z f+h
= o(t;x;y;z) dz whenh 6 0;
atxy)=_h (5.17)

-0 otherwise.

For simplicity, assume that the consistency and the yield stress depend only of the
vertical-averaged temperature K ( ) = K( ) and y( )= ,( ). It means that the

e ects of vertical variation of temperature on the consistency and the yield stress
are here neglected, while their e ects in the horizontal directiong and vy is still
taken into account.

In this paragraph, with the last hypothesis concerning the consistency and the
yield stress, we show that the set of equation at zero-order concerning the uid
dynamic : the conservation laws %.12, the constitutive equation (5.10, the
boundary conditions about the velocity, on the stress5149-(5.149 and the
transport equation of h reduces to a nonlinear problem witth and as the only
unknown : all the others quantities , u and p at the zero-order can be computed
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from h and by an explicit expression.

From (5.149-(5.149, we get at the free surface = f + h :

p(z=f + h)=0; (5.18a)
j(z=f+h)=0: (5.18b)
Integrating in z (5.129 from z =0 to z = f + h and using the boundary condition

(5.189, we have :
p(tx;y;z) = F(xy)+ h(txy)  z; (5.19)

As f is known, the quantity p depends only on the unknowrn. Integrating (5.129-
(5.12b and using (.18, we get an explicit expression of the shear stress :

i= (f+h 2 (f +h) (5.20)

Remark that j is linear in z : since there exists & 2 [f;f + h] wherej ;j>B ()
and, from (5.18, j j =0 inz = f + h, there exists intermediate height(t; x;y) 2
[0; h(t; x;y)] for whichj ;(z=f + he)j = B( ) and we have :

B()

he(t;x;y)= max O;h ———— 5.21
(Ex¥) jr (f + h)j (5.21)
The von Mises criteria at zero-order writes equivalently as :
jii>B()0 (F+h 2jr jF+h)j>B()0 z2[ff +h
Taking the Euclidian norm of (5.10b leads to :
i 4i=BO)+ AQ@u;" (5.22)

Then from (5.20 and (5.22), we have :

1
n

jr j(F + h)jnA XO)f +ho() 2" whenz2 [f;f + h()l;

j@Qujj = _
whenz 2]f + he( );f + h]:
Taking the direction of (5.100 leads todir (Quj) = dir ( ) = dir (r j(f + h))

and then :
8

30 (f + hjndir (r 5(f + A YO + h()  2)
5 whenz 2 [f;f + h()];
"0 otherwisez 2]f + he();f + h:

1
n

Quj; =

In the zeroth order problem in", the z = f (x;y) + h¢(t; x;y) surface splits the ow
in two zones, thez f + h; zone is sheared while the >f + h. one is rigid zone.
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Remark that h. increases with the temperature , then the sheared zone is higher
in the hot parts of uid while the rigid zone is more important on the cold parts.
In the limit case, whereh, = 0, equivalently jhr ;(f + h)j < B ('), there is an only
rigid zone. Thanks to the non-slip boundary condition ire = f, the uid is locally
arrested. After summation fromz =0 to z= f + h and using the conditionu; = 0
in z=f and the continuity of uj enz = f + he( ), we get :

i

h

8
%ﬁjr j( + hyjadir(r j(E + h)A 1) F+h() 2% he

. whenz 2 [f;f + h,()];
i~ . L1, L
Ljr i (f + h)jadir (r 5(f + h)A ( )he"
whenz 2]f + he( );f + h;
(5.23)

The last component of the velocity is obtained by integrating the mass conservation
(5.129 in [f;z] :

Z z Z z Z z
@u,dz + @Quydz + @u,dz =0: (5.24)
f f f
The conditionu, = we in z = f gives :
Z z
u(t;x;y; z) = divj (uj) dz + we: (5.25)
f

Thus, velocity u admits an explicit expression depending only upoh and . Then,
the complete stress follows explicitly from (5.10.

It remains to obtain a characterization ofh involving only h and . By swapping
the derivation @ and @ with the integrate on [f (x;y); f (X;y)+ h(t; x; y)] and using
the non-slip boundary conditionu; = 0 at z = f, we get the following formula :

@u dz= @ u dz u (txy;f + h@(f + h); 8 2fx;yo:

Combining the previous relation with .25 in z = f + h and using the zero-order
transport equation, leads to :

Z tn
@n + divj; f Uj = We!

By de nition ( 5.17) extended to vector, this equation can be written :

@n + diij hUjj = We, (5.26)
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where after integrating 6.23, we have :
8
3 nA () (n+Dhir 5+ Wi+ BC) hir y(f + W] B() a
(n+1)@2n+1)hjr j(f + h)j3
E whenhjr ;(f + h)j>B ();
"0 otherwise.
(5.27)

r(f +h)
Ujj =

Equation (5.26 can be written as an di usion equation involving a di usion coe -
cient ,:

@h divy o (AB;h; G jr p(f + h)jr p(f +h) = e (5.28)

where , is dened for anyn > 0O, for any h; 2 R*, for any 2 [0;1] and any
functions A;B :[0;1]! R* as:

8 - — - 1+

2nA () (n+1)h +nB() h B() "

n(ABh S )= (n+1)(2n+1) 3
"0 otherwise.
(5.29)

The non-slip velocity condition at the lateral boundaries leads to an homogeneous
Neumann boundary condition :

@r +h) _
@n

Finally, after zero order reduction of all equations and a partial resolution of the
dynamic part, the problem is written :

whenh >B ();

0; onlg;+1 [ @: (5.30)

(P) : nd hand satisfying:

@1 + diij hUjj = We in ]O,+1 [ (5313)

h(t =0) = hiye in Q(0); (5.31b)

@f@J'nh) -0 IN0+1[ @ (5.31¢)

@+1@ + W@ + %@ L@ =0 NJO+1[ QU  (531d)
(t=0)= i in Q(0); (5.31e)

%{ Rp() +Nu =0 on]o;+1 [ ¢(t); (5.31f)

%;% Pt—es © =0 on 100+1 [ (5.319)

=1 on]Oo;+1[ e (5.31h)
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5.4.2 Reduction of the heat equation

Notice that the reduced problem still remain tridimensional, as¥.319 is still de ned
on the tridimensional ow domain Q(t). It remains to integrate this equation in the
vertical direction and express the problem in terms of the averaged temperature

For any t > 0 and (x;y) 2 , integrating heat equation fromz = f(t;x;y) to
z=f(t;x;y)+ h(t;x;y) leads to :
Zf+h Zf+h Zf+h Zf+h 1 Zf+h

@ dz+ u,@ dz+ uy@ dz+ u,@ dz= — @, dz
f f f f Pe ;

The right member is easily integrated. By swapping integrate of rst term with
partial time derivative @ whose one bound depended dnand by integrating by
parts the other terms, we get :

Zf+h Zf+h Zf+h
@ dz (txy;f + hy@h+ @(ux ) dz (@Quy)
f

f f
Z Z Z
f+h f+h f+h (@ ]f+h

+f @(uy ) dz f (@u,) +[u, II*" f (@u,) dz=

After some swapping with integrates and partial derivatives irx and y and using
the =1 condition on &, it gets :

Zf+h
@ dz (tGxy;f +h) @+ u(txyf +h@(f +h)
f
+uy(txy f + h)@(f +h)  u(txy;f +h)
f+h f+h f+h
+ @ ux dz + @ uy, dz (Qux + @Quy + Qu,) dz
f f f
_@er"
T T pe W

Using mass conservation equatiorb(12d and transport equation of the free surface
(5.9), we obtain :

VAR YA A [@ ]f+h
@ dz +@ U, dz+ @ u, dz= P; +We:  (5.32)
f f f

This equation is rewriting as :

o [@"
@h)+ div(hly )= —5—+ we:
Expanding the term @h ),
[@ ]f+h

f
+ W
Pe ©

h@ + @h+ div(hu; )=
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The kinetic equation (5.319 permits to replace@n by we div(hTj). Last equation
becomes

@5

h@ + div(hu; ) div(hmy)” = Fwe 1 (5.33)

In order to obtain a well-posed problem in term of instead of , an additional
relation should be introduced : the so-called closure relation, that expressegersus
. A vertical prole is chosen according to as (t;x;y;z) =" (t;x;y;z) (tX;y)
where' is a unknown function satisfying™ = 1 and the boundary conditions in the
vertical direction :

@ +Rp (") +Nu' =0on ¢(t);

ks Pe 2 _
@'+?S T% 'z0on sand ' =1on
With these notations, (5.33 becomes :
_ _ _ _ _ 1 o
h @+ Tpr  +div h(o3 ;)  we 1 ool@ 7" =0: (5.39)

Notice that "Uj interprets as a weighted averaged velocity. The closure equa-
tion (5.34) was rst introduced by Bercovici and Lin [BL96] in the context of the
cooling mantle plume heads : these authors showed that, restrictindt; x;y; z) to
be a second degree polynomial im for any xed (t;x;y), leads to a well-posed
reduced problem when replacing%319d by (5.34) in problem (P). Moreover, the
computation of the' polynomial coe cient at any (t;x;y) was easy and explicit.
However, this second order polynomial approximation i@ do not permit to elimi-
nate the term div h("TU; U;) from equation (5.33. There is also no evidence
that its always positive : it can thus generate an exponential growth of the averaging
temperature and this possible behavior is di cult to handle in numerical simula-
tion. Finally, the physical meaning of this therm is unclear and Bercovici and Lin
neglected div h("U; Tj) " in the previous equation. These authors showed that
a real numerical error is committed with this hypothesis : its order of error is of
about 10% for their speci c problem BL96, p. 3307]. Notice that 10% of errors is
acceptable for some applications ; nevertheless, from a mathematical point of view,
all convergence properties versusare de nitively lost.

In the present paper, we propose a variant of this approach that conserve the con-
vergence properties versus : we choosé as a third degree polynomial inz. This
choice allows one additional degree of freedom at eafthx;y) and we choose to
impose exactly™tj = Uj at any (t;X;y) as an additional constraint. Let(t; x;y) be
xed and ' (z) = az®+ bZ+ cz+ d: the four unknown coe cients a; b; candd are
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the only solution of the following four equations;

- o= 1, (5.35a)
'Tjj u; = 0; (535b)
@Z+(Rp(_')+ Nu)) = Oonz=f+h; (5.35¢)
@ ks Pe 7, _ = _ , _
@er T =0 on ¢and = 1lon ¢ onz=f (5.35d)
The reduced problem is then obtained fron¢P) by replacing (6.31d by
2
h @ +uir we@d ) %J’e%h T=0: (5.36a)

and the initial and boundary conditions 6.319-(5.31h by

(t=0) = pon (5.36h)
@ _ . .
@n - Oonjo+1[ @: (5.36¢)

5.5 Numerical resolution

The nonlinear reduced problem inh and is rst discretized versus time by an
implicit second order variable step nite di erence scheme (se®5S13). It leads to

a sequence of nonlinear subproblems that depends only of the horizontal coordinates
(x;y¥) 2 . Anunder-relaxed xed point algorithm is used for solving these nonlinear
subproblem : it allows to decouple the parabolic evolution equation evolution, in
terms of h, and the averaged heat equation, in term of. Then, these equations are
discretized by an auto-adaptive nite element method : the practical implementation
bases on the Rheolef nite element library$ar134.

5.5.1 Time discretization
Let (tm)m o a discrete times and t,, = tw+1  tnm, m O the corresponding time

step.

The time derivative is approximated by the following backward second order variable
step nite di erence scheme (BFD2), de ned for all' 2 C° by :

@' 2 tm + tm 1 tm + tm 1
—(tms1) = "t —=" (t
@™ Tl s o ) T
tm 2 2
+ " (t + O( th,+ t )
( tm+ tm l) tm 1 (m 1) ( m m l)
For all functions in ]0;+1[ , we denote( m)m 1 (tm;X;y) where

t 1:t0:O.
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We compute recursively(hy,) and ( ) by :

Algorithme 5.5.1 (BDF2).

m= L0:ho:=h1:=hne, 0= 1= i B
m 1:hy 1, hn, m 1and , being known : ndhys; and 41 such that :

mhm+1 le( an;B;hm+1;_m+1;jr (f + hm+1)jgr (f + hm+1))= fm + We in ;
3am+1 hr2n+1 +2bm+1 hm+1 + W —

mNm+1 Pe e m+1 = NmaaOm + We in
@f + hm+1)
———2=0 on@;
@
@ m+1)
=0 on@;
@
where we denote :
2 tm+ tm 1
m
m( tm tm 1)
tm+ tm 1.
" tm 1:m 1 1
- tm .
" ( tm+ tm 1) tm 1’
fm= mhm+ mhm 1
Om = m_m Xm+ m_ml Xm 1

and wherean+1, by+1 and dy+1 are solutions of the(Sy+1) system de ned for any
m Oas:

Q'

1;
+ p(m)+Nu) m—OOﬂ f(tm)
P — _
espt—on sand ' m=1on
m

(

\953\

)
N
X|?\_

S%
(m).E

Ujm m = Ujm
with ', = anz®+ bhz?+ ¢z + dny.
Transport terms were discretized by characteristic method, where characteristiXs,
and X, ; are dened as :

Xm=X tmUj
xm 1 X ( tm+ tm 1)Ujj

tm 1 + tm_ tm
jism

u. =
] tm 1
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5.5.2 Fixed point algorithm

Fixed point algorithm is used for solving this sequence of nonlinear subproblems.
An under-relaxed method is used to make easier the convergence of xed point
algorithm.

Algorithme 5.5.2  (Fixed point algorithm).

k=0: ©:=h,and © :=
k 1:

Step1: ®and ® peing known, nd such that :

m div( ofA;B; ®: ®W-jr (F+ ®)jgr )= f,+ we
+div( ofA;B; ®; ®ijr (F + ®)jgr f)in

@+ )

@n =0on@:

Then & =1 +@1 1) ®,

Step 2: D and & peing known, nd  such that :

3a(k+1) ( (k+1) )2 + de+1) (k+1)

(k+1) + W — (k+1) + W in
m Pe e gm e ]
@
—— =0 on :
@n @

wherea®* | gk*D) and dk*D) are solutions of(S*1) linear system where for all
k 1

@@kz) kP ' ®
K (k) = 17K
Uj Uj

(s

8
+—(k) =1:
(k)
% @ +(Rp( (k 1))+ Nu)' k) =0 on f(tm);
E

with ' 0 = a®z3 + ghz2 + Mz + d®),

Then D =1 +@1 1) G,

Remark that we have deliberately relaxed the third order termp ( ®)inp ( & D)
to make system(S¥) linear in a**t) | gk+ kD) gnd dk+)
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5.5.3 Auto-adaptive mesh procedure

In order to improve both the accuracy and the computing time of the previous al-
gorithm, we use an anisotropic auto-adaptive mesh procedure. Such auto-adaptive
mesh method was rst introduced in FR0] for viscoplastic ows and then extended

in [RS03, and we refer to theses articles for the implementation details. The pro-
cedure bases on a mesh adaptation loop at each time step : your goal is to catch
accurately the front evolution, wereh = 0 (see Fig.5.2). At the front, both the h and

~ gradients are sharp. As the time approximation is a second order one, the adap-
tation criterion c takes into account the also solution at two previous time steps :
C= hps1 + hy + hy 1
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Figure 5.2 Uniform (a) and dynamic (b) auto-adaptive meshes. Zoom near the
front (c). This mesh was automatically generated for the volcanic lava ow simulation
presented in the forthcoming section 3.
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Figure 5.3 Evolution of the silicon oil viscosity (in Pa.s) vs temperature (in C).

5.6 Comparison with a silicone oil dome experiment

5.6.1 Experimental setup and physical parameters

Physical quantities symbol value unit
euption ow rate Q 22 10% m?3st?t
initial temperature of the eruption uid e 31515 K

initial temperature of air and polystyrene a 293151 K

uid density 954 kg.m 3

air density a 1:2 kg.m 3

uid viscosity at ¢ temperature Ke 34 Pas

uid emissivity 0:96 -

thermal conductivity of the uid k 0:15 W.m 1K 1
uid speci ¢ heat Co 1500 J.m tK !
convective heat transfer coe cient with air 1 3 Wm 2K !
thermal conductivity of the polystyrene Ks 0:03 Wm 1K ?
thermal di usivity of the polystyrene s 6 107 m?s't
vent radius le 2 4 mm
constant in Arrhenius law 0:00808044 K 1
constant in Huppert [Hup82 formula a 0:715 dimensionless

Table 5.1 Physical parameters for the laboratory experimentGKTL12, GarlZ).

The evolution of lava dome was numerical studied by Balmforth and Craster using
yield stress uids BCS04. In 2012, Garel presented@KTL12] a laboratory experi-

ment that reproduce analogously the lava dome growth with silicon oil (Newtonian
uid) and allowed accurate temperature measurements. The uid is injected through
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a vertical vent in an horizontal polystyrene plane at constant ow rateQ. The uid is
initially heated at . above the ambient temperature 5 and a system of optical and
infrared cameras are used to follow the dome growth and the surface temperature.
Table 5.1 groups the relevant physical parameters for this experiment. The uid
viscosity was measured for the full experimental temperature range (see Fig3).
Data was rst presented in [Garl2, pp. 60 62]. Observe that the viscosity can be ap-
proximated by an Arrhenius lawK ( ) = Kee (¢ ) where =0:0080804&K ! was
obtained by a linear regression. The ow thought the vent is supposed to be a steady
Poiseuille ow. As the vent is a circular hole with radiusr, the vertical velocity we

is a second order polynomial versus the radius. Thew(r) = ¢ max(0; rZ r2) where

c> 0is such that [°we(r)rdr = Qi.e.c=2Q=(r 2.

5.6.2 Comparison between experiments and simulations

(@) t=7480s, =2 (b) t =7480s
" P, simulation =1, K (0)-P3 simulation

© 40 b _ P3 simulation © 40 =3, K (7)-P; simulation ------
£ K (' )-Pz simulation - £ Mmeasurement ===
= measurement ---------- =
F 35 + 351
L L
o )
§ 30 5 30 L
g g
() (]
3 3
s 3
g 8
7 20 3 20

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

r (cm)

Figure 5.4 Comparison between the present simulations and a laboratory exper-
iment from [GKTL12] : surface temperature vs radius. (a) in uence of some model
variants (with = 2); (b) in uence of the convection parameter.

Fig. 5.4.a shows the computed surface temperature as obtained by numerical simula-
tions for di erent variants of our shallow model. These simulations are also compared
with experimental measurements, fromGKTL12]. Observe the good correspondence
between all simulations and the experimental data. The labd?, is associated to

a constant viscosity model similar to those of by Bercovici and LinBL96] : the
temperature prole ="' is approximated with a second order polynomial in
the vertical direction and the term div h("Uj U;) is neglected. The labeP;
denotes a constant viscosity model where is approximated by a third order poly-
nomial that satis es “Uj = U;. Finally, the label K (")-P3 denotes a non-constant
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Figure 5.5 Comparison between the present simulations and a laboratory exper-
iment from [GKTL12] : surface temperature vs radius (= 2 and K ( )-P; model).
Time evolution for t = 160s; 600s; 120G5; 300G and 748Gs.



CHAPITRE 5. MODELE VISCOPLASTIQUE NON-ISOTHERME POUR LES ECOULEMENTS
MINCES 189

viscosity model based on the Arrhenius's law. For this silicone oil dome problem, the
results of the simulations are very close for all these model variants ; the comparison
is presented at timet = 7480 s but this observation is still valid for other times. The
change from aP, to a P; model has few e ects on numerical computations, despite
this change is more satisfactory from a mathematical point of view. The change from
aP; to a K ()-P3 model has also few e ects : the di erence between the two curves
is imperceptible on Fig.5.4.a. Remark that in the present experiment, the viscosity
varies about a factor two in the temperature range from 2C to 60 C (see Fig.5.3).
Based on an auto-similar solution for the lava dome problem, Huppertiip82] pro-
posed an explicit formula of the reference heiglhes and dome front radiusr; (t) for
the isothermal case :
(29 ™

Net=a —— — and r¢ (t) = a>s

KQ o
3K ’

(a9

wherea is a constant and , is the air density. Observe that the viscosityk appears
with some 1/4 and 1/8 exponents : as a consequence, the dependence upon the tem-
perature is nally negligible for the present silicone oil dome evolution experience.
This situation will dramatically change for real lava ows, as presented in the next
section.

The experimental estimate of the coe cient of convective heat transfer ranges
from 1 to 3 W.m 2.K *. Fig. 5.4.b plots the computed surface temperature for the
two extreme values of . Observe that the corresponding numerical results are close.
Moreover, the two curves wrap completely the experimental data. In the rest of this
paragraph, the median value =2 is used for all the simulations.

Fig. 5.5 present the surface temperature evolution versus time for thig ()-P;
model. All these simulations appear in good concordance with experimental data
for times larger thant = 600 s. At t = 160 s, we observe some discrepancy between
the experimental data and the theoretical model. FollowingGKTL12, p. 7], "we
interpret the faster experimental cooling as due to lateral heat conduction in the
substrate that initially widens the size of the thermal anomaly. This e ect decreases
as the temperature decreases at the front of the current, and becomes negligible for
t > 320s, when the experimental observations are well reproduced by th&ory

(5.37)

5.7 Comparison with a real volcanic lava ow

5.7.1 The December 2010 Piton de la Fournaise lava ow

Piton de la Fournaise, a volcano from La Réunion island, is among the most active
volcanoes in the world. A lava ow occurred in December 2010 on the north ank
of volcano. It was a basalt ow lasted few hours which outcome of a ssure on the
volcano surface. Fig.5.6 shows the ow at arrested state in 2014. SedRPT* 12
for more information about the 2010 lava ow. Table5.2 groups all the relevant
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Figure 5.6 The Piton de la Fournaise 2010 lava ow (credit N. Bernabeu, May
2014).

physical quantities suitable for the simulation. The uid is represented by a Bingham
viscoplastic rheological model (the power law index is = 1). The substrate and
the lava present similar properties, such as density and thermal conductivity, since
the substrate is composed by old cooled lava. The consistency and the yield stress
depend strongly upon the temperature and vary on a large range of magnitude. More
precisely, we suppose that the viscosity and the yield stress follow some Arrhenius
laws (K ()= Kee (e Jand ()= yee (e )where = =0:016447K 1.

5.7.2 Digital elevation model and ow conditions

Figure 5.7 Digital elevation model of the Piton de la Fournaise volcano in 2008,
with a 5 meter horizontal resolution (left). Zoom with the observed arrested ow
contours (right).

Volcano observatory from La Réunion and the laboratory of geosciences at La Réu-
nion provided us a tridimensional digital elevation model (DEM) of the Piton de
la Fournaise with a 5 meter horizontal resolution (see Fig.7), covering the zone
of deposit. This topographic survey being older than 2010, it can be used to de-
ne the relief function f in our model. The volcano observatory also provided us
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Physical quantities symbol value unit
average eruption ow rate Q 97 m3s!t
eruption duration de 15:15 h :min
initial temperature of the uid e 1423 K
initial temperature of air and substrate a 303 K
lava density 2200 kg.m 3
air density a 1:2 kg.m 3
lava viscosity at  temperature Ke 10 Pa.s
lava yield stress at . temperature yie 10 Pa.s
lava emissivity 0:95 -
lava thermal conductivity k 2 Wm tK !
lava speci ¢ heat Co 1225 Jm 1K ?!
convective heat transfer coe cient with air 80 W.m 2K !
ow characteristic thickness H 1 m
ow characteristic length L 1000 m
constant in viscosity Arrhenius law 0:016447 K 1!
constant in yield stress Arrhenius law 0:016447 K ?

Table 5.2 Physical parameters for the lava ow. See \|[NB* 08 MM84, PN95,
Sha69 and [RPT* 12] for the 2010 eruption data.

the detailed contours of the nal lava ow at arrested state (see Fig5.7 right) :
this data will be used for comparison with numerical simulations. The average lava
ow rate Q during the eruption is also known (see tabl&.2). An expedition was
necessary to complete some missing data and localize accurately the di erent vents
(see Fig.5.8a). Observe on Fig.5.8b that the 2010 volcanic ow is splited in two
disjoint zones, denoted a®\ and B, where vents are numbered from 1 to 6. The
ow rates of these two disjoint ows are estimated as proportional to their relative
areas, i.eQa = Q andQg =(1 )Q, where = jAj=(jAj + jBj) and jA]j and
jBj denote the areas of theA and B zones, respectively. Notice that these areas
are known from the detailed contours of the lava ow at arrested state. On thé&
zone, we suppose that the vent is a circular cone with a radius of 20 meters and
Is active during the full eruption time. On the B zone, we suppose that the vents
from 2 to 6 are active one after the other and that they are circular. Let us denote
by d. the eruption duration. We suppose that the vent 2 is active front=0 to d.=5
with a radius of 10 meters and the vent, 3 i 6, is active fromt=(i 2)d.=5

to (i 1)de=5 with a radius of 20 meters.
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Figure 5.8 (a) View of the aligned cones along the fault line associated to di erent
vents at arrested state (credit N. Bernabeu, 2014). (b) Schematic view of the di erent
vent positions and the two separated zones of the observed arrested state.

5.7.3 Numerical simulations

Figure 5.9 Simulation of the volcanic lava ow : prediceted arrested state rep-
resented over the DEM with a colormap showing the ow heighh. The contour of
the observed arrested state is represented by a thin white line.

Numerical simulations are performed for this volcanic lava ow : the arrested state
Is reached att =25 h and is represented on Fig5.9 over the DEM. Observe that the
predicted arrested state is relatively closed to that of the observed one, represented
by a thin white line. Some discrepancies remain between the simulation and the
observation. The nal deposit is overestimated in di erent places. Also, the widths
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Figure 5.10 Simulation of the volcanic lava ow att =5 h and 10 h (left) height
h; (right) vertical-averaged temperature . The contour of the real covered zone is
represented by a thin black line.
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Figure 5.11 Simulation of the volcanic lava ow at 15h and 25 h : (left) height
h; (right) vertical-averaged temperature . The contour of the real covered zone is
represented by a thin black line.
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of the di erent ow branches are not always well predicted and some ow bifurcations
do not appear in the simulation. There are many explanations to understand these
discrepancies. The main problem for the simulation is the lack of data concerning
the 2010 lava ow, especially concerning the vent positions and their corresponding
ow rates during the time. These missing data was here estimated and we observed
that di erent choices slightly in uence the nal result. A second source of error
is the accuracy of the present DEM : its 5 meter horizontal resolution should be
reported to the characteristic ow height that is of about 1 meter. At this scale, a
lot of ground details are lost and a single block of rock or a little relief with a size
of 2 or 3 meters is able to generate a bifurcation while it is invisible on the present
DEM. In 2012, a new DEM of the Piton de la Fournaise has been realized with a
one meter spatial resolution : it can very interesting to test it for future eruptions.

A third source of errors could be due to the model itself : the vertical variation of
the temperature is here neglected in the viscosity and the yield stress temperature
dependent functions, since only a vertical averaged value of the temperature is used.
A future research direction will be to reconsider this vertical variation. Nevertheless,
considering theses lack of physical data and our simpli ed shallow viscoplastic ow
model, the numerical simulations are in relatively good agreement with observations.
Finally, Figs. 5.10and 5.11shows the evolution of the volcanic lava ow simulation
for various times until the arrested state.



196 5.8. CONCLUSION

5.8 Conclusion

A new reduced model for the non-isothermal free-surface tridimensional viscoplastic
uid for shallow ows on a general topography has been presented in this paper.
Both the consistency and the yield stress are supposed temperature-dependent. The
governing equations was numerical approximated by an auto-adaptive nite element
method, allowing to track accurately the front position. The proposed approach was
evaluated by comparing numerical predictions with available data for both a labora-
tory experiment with a non-isothermal silicon oil ow and a real volcanic lava ow.
These two tests showed that the numerical simulations are relatively in good agree-
ment with observations. Future works will consider a new 1 meter resolution DEM of
the Piton de la Fournaise volcano for more accurate simulations and also to explore
lava ow simulation for others volcanoes. Another research direction is to improve
our model, by tacking into account the vertical dependence of the temperature in
the viscosity and yield stress functions.
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6.1 Conclusion

Ce travail de recherche a été l'occasion de proposer un nouveau modéle mathéma-
tigue et numérique concernant la simulation des coulées de lave volcanique. Dans
le cadre d'une collaboration avec le laboratoire Géosciences de la Réunion, jai pu
réaliser diverses expéditions scienti ques sur le Piton de la Fournaise. Ces missions
sur le terrain ont été trés enrichissantes dans I'élaboration de ce projet. Elles ont
été l'occasion d'échanges scienti ques trés instructifs avec les géologues et physi-
ciens spécialistes du volcanisme. Cela m'a permis d'acquérir une représentation plus
concréte du mécanisme des laves. Ce travail pluridisciplinaire a ainsi permis de
développer un programme prédictif réaliste sur I'évolution des coulées. Il fournit dés
a présent un outil complémentaire dans l'aide a la décision pour la protection des
populations face aux risques volcaniques.

Pour aboutir a ce modele, les propriétés physiques des laves m'ont conduit a étudier
la viscoplasticité, les uides a rhéologie thermo-dépendante, les suspensions et les
écoulements de faible épaisseur.

Le premier chapitre a été l'occasion d'étudier dans un cadre général la modélisa-
tion des uides viscoplastiques. Une méthode numérique a été construite a partir
des inéquations variationnelles de viscoplasticité, basée sur la méthode du Lagrang-
ien augmenté. Des résultats sont présentés sur le probleme test de la cavité en-
trainée. Les méthodes numériques employées telles que l'adaptation de maillage,
I'ordre des schémas numériques et les criteres de convergence exigeants, en font de
nouveaux résultats de référence sur ce probleme. D'un point de vu algorithmique, la
convergence de l'algorithme d'Uzawa sur le probleme de minimisation du Lagrang-
ien augmenté a été grandement accélérée en proposant l'utilisation d'un parameétre
d'augmentation a croissance géométrique. Le second chapitre apporte une nouvelle
contribution sur le probleme d'un uide viscoplastique en refroidissement dans un
cylindre. Nos résultats viennent compléter ceux obtenus par Vinay et aV{VA05] et
enrichissent les possibilités de comparaisons sur ce probleme. Le troisieme chapitre
propose l'une des premiéres simulations numériques de suspensions viscoplastiques.
Deux variantes di érentes ont été explorées : une suspension de particules dans un
uide déja viscoplastique a contrainte seuil xe; une suspension de particules dans
un uide initialement newtonien, qui bascule localement en un uide a seuil par

e et de concentration des particules générant une contrainte seuil. Ces résultats
sont succeptibles d'encourager les expérimentateurs a e ecter de nouvelles mesures
rhéologiques et expérimentales sur les suspensions viscoplastiques. Des compara-
isons précises permettraient d'améliorer les modeles théoriques et mathématiques
sur la migration et la dispersion des particules. Dans le cadre de la modélisation des
uides viscoplastiques visqueux de faible épaisseur, le quatrieme chapitre a permis
d'étendre les travaux déja existants dans la littérature au cas tridimensionnel et
pour une topographie arbitraire. Ce chapitre a permis de détailler la réduction des
équations de Herschel-Bulkley par analyse dimensionnelle et asymptotique. Deux
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comparaisons sont proposées avec des expériences de laboratoire. Elles permettent
d'observer I'e cacité et limites du modéle. En n, le chapitre 5 généralise la théorie

de la lubri cation aux uides a seuil non-isothermes. La réduction des équations
est réécrite en y intégrant les e ets thermiques. Les simulations donnent de tres
bons résultats sur I'expérience de GareGKTL12] et la simulation numérique de la
coulée de décembre 2010 au Piton de la Fournaise est tres encourageante quant a
son potentiel prédictif.

6.2 Perspectives

Ce travail apporte une contribution a la modélisation multi-physiques des uides
viscoplastiques et dans la simulation réaliste des coulées de lave volcanique.

Sur le plan physique, les coulées de lave sont tres complexes puisqu'elles mettent en
jeu une grande diversité de phénomeénes physiques. Cette thése nous a permis d'en
explorer une partie mais d'autres propriétés physiques seraient trés intéressantes a
approfondir : I'évolution des bulles au sein du magma et I'impact sur la rhéologie, les

e ets de cristallisations, de solidi cations, de chaleur latente... Sur la modélisation
des uides viscoplastiques, il serait intéressant d'explorer d'avantage les e ets du
paramétre d'augmentation sur la convergence algorithmique d'Uzawa lorsque celui-
ci est variable. Les travaux présentés par Delbos et Gilbert danBEO05] sur les
problemes de minimisation d'une fonction quadratique convexe sous les contraintes
d'inégalités linéaires peuvent étre une source intéressante pour utiliser un parametre
d'augmentation r, automatique et optimal. Avec la prise en compte de la tempéra-
ture, il serait intéressant d'e ectuer des simulations numeériques sur des problémes
réalistes avec des lois rhéologiques plus complexes. L'exemple de I'écoulement d'un
uide viscoplastique dans un cylindre pourrait naturellement s'étendre au probleme
de tunnels de lave. Des simulations sur ce probleme pourraient apporter des informa-
tions sur la vitesse de refroidissement de la lave a l'intérieur d'un tunnel, la distance
gu'elle peut parcourir avant de se solidi er. Sur la modélisation des suspensions, les
di érentes extensions du modele dePAB™ 92] pourraient étre reprises et intégrées

au cas viscoplastique. Par ailleurs, I'approche de la migration par le modele de sus-
pension thermique ( balance model ) proposé par Brady et Morri@ M97] donne de
tres bon résultat pour des uides newtoniens et serait intéressante a étudier dans
le cas viscoplastique. Concernant les écoulements viscoplastiques non-isothermes de
faible épaisseur, une perspective a court terme sera de tester le modele sur d'autres
coulées de lave existantes. L'idéal serait de travailler sur une coulée bien documentée,
avec des données précises. Concernant le Piton de la Fournaise, un nouveau MNT
d'une résolution de 1 métre a été réalisé en 2012 et il serait trés intéressant d'u-
tiliser cette topographie pour simuler une coulée de lave qui a eu lieu en Juin 2014
sur ce volcan. Concernant les aspects mathématiques du modele, il pourrait étre
envisageable de remplacer I'étape d'intégration dans I'épaisseur sur I'équation de la
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chaleur par une résolution verticale multicouche. Ceci permettrait de modéliser plus

e cacement le gradient de température dans I'épaisseur de uide et de se dispenser
de I'hypothese restrictive d'une consistance et une contrainte seuil constante dans
la verticale. Un tel modéle multicouche permettrait de modéliser la couche limite
thermique observable au voisinage de la surface de la coulée et au niveau du contact
avec le substratum. Le travail de stage réalisé par Olivier Ozend®4el14 dans le
cadre de son Master 2, que j'ai supervisé avec Pierre Saramito, apporte les premiers
éléments sur une résolution multicouche de I'équation de la chaleur transportée par
un champ de vitesse et semble prometteur. La résolution multicouche de problémes
d'écoulements a faible épaisseur intéresse de plus en plus les chercheurs : Audusse et
al. proposent dans ABPSM11] une extension multicouche des équations de Saint-
Venant ; Jouvet propose dansJoul3 une modélisation multicouche des écoulements
de glace.
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