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RESUME. On étudie une application du §-schéma au calcul d’écoulements
de fluides viscoélastiques. La décomposition vise & séparer les termes de
viscosité des termes de transport. On se ramene ainsi a résoudre deux
sous-problémes plus simples, 'un de type Stokes, 'autre de type trans-
port du tenseur des contraintes. De plus, en présence de singularités, ce
schéma permet de contourner les difficultés rencontrées par la plupart
des méthodes itératives dans ce type de simulation. En conclusion, on
présente des résultats d’expériences numériques qui, de notre point de
vue, justifient pleinement la méthodologie numérique qui y est décrite.

ABSTRACT. We study a 6-scheme applied to the computation of vis-
coelastic fluid flows. The splitting technique leads to two problems, the
first one, a Stokes-like, and the second, a stress tensor transport prob-
lem. Furthermore, when the solution is singular, this scheme allows to
overcome difficulties appearing when using other classical iterative pro-
cedures for this kind of simulation. To conclude, we present the result of
numerical experiments which in our opinion fully validate the numerical
methodology described here.

1. LOIS DE COMPORTEMENT

Considérons les fluides viscoélastiques & loi de comportement de type
Oldroyd [5], gouvernés par les équations suivantes :

We (% +u. V7T + By (7, Vu)) + 7 — 2aD(u) =0 (1)
Re (88_1: + u.Vu) —divr— (1 -a)Au+Vp =f(2)
divu —0 (3)

ot  est un domaine régulier de RY, N = 2,3, 7 est le tenseur des extra-
contraintes, les contraintes totales étant données par

o=—-pl+2(1—a)D(u)+T1
u est le champ des vitesses, et p est la pression hydrostatique. D’autre part,
Ba(T,Vu) =Wt —7W —a(D7 + 7D)

otta € [-1,1], D = (1/2)(Vu + Vu?) est le tenseur des taux de déformation
et W = (1/2)(Vu — Vu?) est le tenseur de vorticité; enfin, f € (L%(Q))" est
une donnée, We est le nombre sans dimension de Weissenberg, Re le nombre
de Reynolds, et « €]0, 1] un parameétre de retard.

Remarquons que le cas limite We = 0 correspond & un fluide newtonien.
Pour We > 0, ce modele permet de décrire des solutions de polymeéres dans
un solvant newtonien. Cette loi peut s’étendre aux modeles différentiels,
tels que le modele de Phan-Thien et Tanner [6] de Giesekus [2], ou bien &
plusieurs temps de relaxation.
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Ces équations peuvent étre complétées par des conditions initiales 7(0) =
7o et u(0) = wug, ainsi qu'une condition aux bords u = 0 sur I' = 99.
Lorsque la frontiere I" est réguliere, et ug, 79 et f sont suffisamment petits,
on montre alors dans [4] Iexistence globale de solutions.

2. DECOMPOSITION DU PROBLEME

Afin de simplifier I'analyse des méthodes numériques proposées, nous
supposerons le fluide lent, et négligerons dans la suite le terme d’inertie
u.Vu dans (2). Il s’agit d’'une hypothése classique dans ce type de simula-
tion; la difficulté du probléeme est désormais portée par la non-linéarité de
I’équation (1).

Soit n la normale unitaire extérieure a I'. Introduisons les espaces clas-
siques :

T = {rel?QV¥V, r=+
V = {ue H}Q)"; divu =0}, denorme | .||
H = {uel?(Q)"; divu=0, unp =0}
ou T et H sont munis de la norme |.|. Nous noterons indifféremment (.,.)
et |.| les normes et produits scalaires de L2(Q)V*N et L2(Q)". Le probléme
précédent peut alors se mettre sous la forme :
(P): trouver U = (1,u) € L®(R™;T x V) tel que :
dU
S— + A(U) =F
a 40 (4)
U((0) =TT
ou § = diag (We, Re), F = (0, f)", Up = (70, up)" et A(U) = A;(U) +

Ay(U; U), défini de T x V dans T" x V', est donné par la décomposition
suivante :

Ai(r,u) = [ —diz: _ (1231252)11 ] (5)
As(o,v: Tu) = [ VT4 VgeT(V)T ] (6)

our' =1—vetve |01] est un parametre de la décomposition. Dans (6),
T(v) désigne l'opérateur de transport des contraintes : T(v)r = v.V7 +
Ba(7,VVv). Remarquons que I’équation (2) prend ici un sens faible, dans V.
Cette formulation permet aussi de réduire le probléme & la recherche de 7
et u.

Introduisons & présent la semi-approximation de (P). Soit At > 0 un pas
de temps et 6 un parametre, 6 € |0, %[ Introduisons les notations U? = U
et U™ =~ U((n+0)At). Puisque A; et As sont plus simples que A, utilisons
cette décomposition pour résoudre (P) par le #-schéma suivant (voir [3], par
exemple) :

synt? — sun

OAL + A (U™ + Ay (U™ UM —F0 (1)
n+1-6 _ gyyn+o
SU N SU + A (Un+0) + AQ(Un; Un+1_9) _ Fn+179 (8)
ntl _ n+1—0
SU HA;S;U + Al(Un-H) + AQ(Un; Un+1_9) _ FVH-I (9)

oud =1-—260.
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PROPOSITION 1. (cas newtonien)
Pour We = 0, le schéma (7)-(9) est inconditionnellement stable et du pre-
mier ordre en temps. De plus, la méthode est d’ordre deux en temps pour

6=1-1/V2.

Indication sur la démonstration. Etudions le cas v = 1. Le probleme étant
linéaire, on se rameéne au cas f = 0. Soit (W, Am)m>0, le couple d’éléments
propres associée & 'opérateur de Stokes : (Vwy,, Vv) =\, (W, V), Vv €
V'; (W) est une base de V', orthonormale dans H. Introduisons la décomposition
u 0 =3 utow,,. De (7)-(9), il vient : ulf! = r()\,At/Re)ul,, on
on a posé :

1-0'x
(14 0x)?

La solution exacte du probléme se décompose selon : u(t) = Y oo U (t)Wp,
ol Uy, (t) = wm(0) exp(—Ant/Re). Le développement limité :
2
e® —r(z) = (20> —40 +1) % + z2n(z)

r(z) =

avec lim, ,on(z) = 0 permet d’obtenir le résultat de convergence au pre-
mier ordre, et au second ordre pour # = 1 — 1/y/2. La stabilité découle
de |r(z)] < 1, Vz € R*. La démonstration pour v # 1 est semblable, en
introduisant v, = D(w,,). Remarquons que lim;_, . r(z) = 0, ce qui as-
sure la décroissance rapide de la contribution haute fréquence a l’erreur, et
la convergence rapide vers la solution stationnaire pour les grands pas de
temps. ]

REMARQUE 1. La résolution de (7) et (9) se réduit & celle d’'un probléme
de type Stokes pour Popérateur eI — PA, avec € > 0, et la résolution de (8),
a celle d’'un probléme de type transport pour 'opérateur €¢'I + T(v), avec
e > 0. 0
REMARQUE 2. Aucun résultat n’a été établi a présent dans le cas viscoélastique
(We > 0). Numériquement, l’algorithme (7)-(9) est bien adapté & la recherche
des solutions stationnaire, la vitesse de converge dépend alors de 6 et At.
Les exemples qui suivent abordent le cas viscoélastique. O

3. EXEMPLES

3.1. ELONGATION UNIAXIALE

Le tenseur gradient de vitesse est donné par Vu = diag(é, —€/2, —£/2),
ou € > 0 est le taux d’élongation (sans dimension). Le probléme se rameéne
& trouver 711, Tog et 733 dans L®(IR™) satisfaisant & :

dri1

e + (1 —2aéWe) 11 —2aé =0
d

e% + (1+ aeWe)moa +aé =0
d

e% + (1+ aeWe)rss+ae =0

avec 7(0) = 0, par exemple, pour un démarrage en élongation. Les valeurs
propres du probleme sont A\; = 1/We — 2a¢ et Ay = A3 = 1/We + aé, et la
solution 7* obtenue pour 9/9t = 0 n’est stable que pour aéWe < 1/2. En
conséquence, la solution du probléme instationnaire n’est dans L®(IR") que
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pour aéWe < 3. Posant el = 71t — 7%, 1 < i < 3, I'algorithme (7)-(9) pour

i T
v = 0 conduit & 't = r(\;At) el!, avec :
1—6z)?
r(z) = 7( z)
140z
Un développement limité & I'ordre deux montre que :
e —r(z) = —(20° — 40 + 1) 2° + 2% ()
avec limg_,0p(z) = 0. Le schéma est donc précis au second ordre pour
6 = 1 —1/4/2. L’algorithme est stable (|r| < 1) si et seulement si :
déf We
At < Atepit = 55—
it T 92(1 — 2aéWe)
Enfin, I’élimination des modes 1 et 2 a l'erreur peut étre réalisée en deux
itérations de pas Aty et Atg tels que (A1 A1) = r(A2Aty) = 0, soit encore :
W W
T A= (11)
0(1 — 2acWe) 0(1 + acWe)
Ainsi, un cycle de deux pas de temps donnés par (11) permet d’obtenir
exactement 7.

(10)
Aty =

3.2. CISAILLEMENT SIMPLE

L’écoulement est bidimensionnel, et le tenseur gradient des vitesses est

donné par :
Va= [ 0 /2
u= ( y/2 0 )

o1y > 0 est le taux de cisaillement (sans dimension). Le probléme se raméne
A trouver 711, Tog et 710 dans L®(IR™) satisfaisant & :

e% + T11 — (14a)yWers = 0
WedLi2 + Too + (I1—a)yWeris = 0
2We% + (l—a)iWern — (1+a)iWern + 2719 = 205

avec 7(0) = 0 pour un démarrage en cisaillement (figure 1.a).
Aty = % (12)

Les valeurs propres du probléme sont A\; = 1/We, Ay = 1/We + iyv1 — a?
et A\3 = X2. La solution 7* obtenue pour 8/t = 0 est toujours stable.
En conséquence, la solution du probléme instationnaire est toujours dans
L*®(IR™). Posant ey = 1 — 15, ou (A) désigne la transformation dans la
base propre associée aux valeurs propres (\;)1<i<3, l’algorithme (7)-(9) pour
v =0 conduit & é%“ = r(A\;At) e, avec :

ij°
1 —02z)?
oy = 0a)
140z
Le schéma est ici aussi précis au second ordre pour § = 1 —1/ V2, et la
stabilité est conditionnelle. Enfin, ’annulation de la contribution du premier
mode a lerreur peut étre réalisée avec : Dans le cas |a| = 1, la solution 7* est
obtenue par (12) en une itération (figure 1.b). La quantité — log |e™|/n tend
vers une limite v*, appelée vitesse de convergence asymptotique (figure 1.c).
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0 2 4 6 8 10

F1GURE 1. Cisaillement (@« = 1) : (a) démarrage en cisaille-
ment (YWe = 2; At = 0.1); (b) erreur |e"| selon l'itéré n
(§We = 1); (c) vitesse de convergence v selon At (YWe = 1).

La quantité 1/v* est alors le nombre moyen d’itérations asymptotiquement
nécessairement a une réduction de la norme de 'erreur d’un facteur égal au
nombre e. Lorsque |a| < 1, la convergence ne peut plus étre obtenue en une
itération, et est alors généralement plus lente.

3.3. ECOULEMENTS COMPLEXES ET SINGULARITES

On considére le schéma (7)-(9), ayant en vue de remplacer T et V par des
espaces de dimension finie T, et V3, et de rechercher la solution stationnaire
approchée (75, uy) correspondante (voir [7] pour une présentation détaillée
des formes matricielles correspondantes).
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FIGURE 2. Ecoulement bidimensionnel en contraction
brusque 4:1 (a = 1, a = 8/9, We = 0.5) : (a) résidu p"
selon l'itéré n; (b) vitesse de convergence v* selon At.

Observons les résultats rassemblés dans les figures 2 et 3. L’écoulement
a lieu dans une géométrie plane & contraction brusque de rapport 4 a 1.
La solution stationnaire approchée U} n’étant pas connue a priori, nous
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FIGURE 3. Ecoulement bidimensionnel en contraction
brusque 4:1 (¢ = 1, @ = 8/9, We = 11) : (a) résidu p"
selon l'itéré n; (b) vitesse de convergence v* selon At.

mesurons la convergence de l'itéré U} vers Uj a 'aide de p", la norme du
résidu A(U}) — F du probléme stationnaire. Pour un pas de temps choisis
assez petit, le résidu A(U}) — F tend zéro. Par conséquent, le schéma
(7)-(9) apparait comme une méthode itérative découplée pour la résolution
du probleme stationnaire A(U}) = F. Le probleme résolu n’est pas plus
diffusif (ou plus régulier), comme ce peut étre le cas dans certaines approches
itératives pour ce type de simulation, mais bien A(Uj}) = F.

La figure 2.a met en évidence des changement de pente durant les itérations.
La deuxiéme partie de la courbe exprime la convergence plus lente d’'un
groupe spécifique de composantes du résidu. Nous conjecturons que ces com-
posantes sont dues & la présence de grandes valeurs propres de 1'opérateur
Aj. En effet, Ay fait intervenir le terme §,(., Vuy ), et Vuj devient grand au
voisinage de la singularité. D’ou la nécessité de réduire At afin de maitriser
les valeurs propres de (I — 0AtS 1Ay) et (I + 6'AtS 1A;)"! apparaissant
dans 'opérateur d’itération du schéma.

Par un choix particulier de At, on annule la vitesse asymptotique de
convergence v* = lim, oo (— log |p"|)/n (figure 2.b); le résidu se stabilise
(figure 2.a, At = 0.42, et figure 3.a, At = 1.68). On ne manquera pas de faire
le rapprochement avec la méthode de la puissance itérée pour les problémes
de valeurs propres (c.f. [1], par exemple). En particulier, les pulsations
du résidu, au voisinage du pas de temps critique (figure 3.a, At = 1.68),
expriment la présence de valeurs propres complexes conjuguées. Pour des
pas de temps plus élevés, ces composantes vont aller en amplitude croissante,
d’ott 'aspect particulier, en ‘V’, des courbes obtenues (figure 2.a, At = 0.6
et figure 3.a, At = 10). On pourra aussi faire ’analogie avec une condition
de type Courant-Friedrichs-Léwy, remarquant cependant qu’ici la condition
de stabilité dépend de plus de la nature de la singularité et du maillage au
voisinage de cette singularité.

Signalons enfin que schéma a été étendu au cas du modéle de Phan-
Thien et Tanner mentionné au paragraphe 1. Dans [8], sur une géométrie
complexe, et dans le cas |a| < 1, on construit par un procédé de cheminement
des branches de solutions stationnaires, et on met en évidence les propriétés
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asymptotiques des écoulements pour les grandes valeurs de We, ceci pour
différents parameétres du modeéle. Ces résultats de propriétés asymptotiques
sont, & notre connaissance, les premiers relatifs a ce type de simulation pour
les modéles viscoélastiques a loi de comportement de type différentiel.

Nous pouvons résumer les principales conclusion comme suit :

e La résolution du probléme (1)-(3) par le schéma (7)-(9) se raméne &
résoudre une succession de problemes plus simple, de type Stokes et de
type transport du tenseur des extra-contraintes.

e § =1—1/+/2 est un choix intéressant dans le cas newtonien (We = 0,
c.f. proprosition 1), et dans le cas viscoélastique (c.f. paragraphes 3.1
et 3.2), la méthode étant alors d’ordre deux en temps.

e Le schéma (7)-(9) est conditionnellement stable dés que We > 0.

e Lors de la recherche de la solution stationnaire, le pas de temps At ap-
parait comme un parametre de commande sur la vitesse de convergence
de la méthode. La vitesse maximum de convergence dépend aussi des
parametres a et We du modéle.

e Dans le cas particulier de I'approximation de la solution stationnaire
d’un écoulement présentant une singularité, la vitesse maximum de
convergence dépend principalement de I’aspect de la solution approchée
dans un voisinage de la singularité. En particulier, elle va alors dépendre
fortement du maillage dans ce voisinage. Le pas de temps doit alors
étre choisi d’autant plus petit que les éléments sont petits dans ce voisi-
nage (on pourra penser & une condition de type CFL mais locale & la
singularité, et dépendante de la nature de cette singularité).
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